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Avant-propos
Ce manuscrit est une synthe`se des recherches que j’ai mene´es depuis mon arrive´e a` l’ENSTA-Paristech en
2003, apre`s une the`se sur les instabilite´s en interaction fluide-structure, un post-doctorat sur la dynamique des
couverts ve´ge´taux et un ATER 1 pendant lequel j’ai travaille´ sur les instabilite´s de l’e´coulement entre disques
tournants.
J’ai inte´gre´ l’e´quipe “Mate´riaux et Structures” (MS) de l’Unite´ de Me´canique (UME) de l’ENSTA en sep-
tembre 2003. De part mon expe´rience ante´rieure en interaction fluide-structure, mon inte´gration dans le labora-
toire avait entre autres pour objet d’aider au de´veloppement de recherches a` meˆme d’impliquer deux e´quipes du
laboratoire : l’e´quipe MS et l’e´quipe DFA (Dynamique des Fluides et Acoustique). En 2010, afin de donner plus
de cohe´rence aux e´quipes, suite aux recommandations de l’AERES, j’ai inte´gre´ l’e´quipe DFA. L’organisation
des divers the`mes scientifiques de´veloppe´s dans ce me´moire est la conse´quence de cet environnement et de cet
historique particulier : une forte pre´sence de la proble´matique des instabilite´s en interaction fluide-structure et
des extensions dans le domaine des mate´riaux actifs et de l’acoustique.
Ce me´moire traite donc en premier lieu des phe´nome`nes d’instabilite´ en interaction fluide-structure qui de-
meure mon domaine de recherche de pre´dilection. La premie`re partie y est entie`rement consacre´e. Les proble`mes
spe´cifiques qui sont aborde´s sont le plus souvent fondamentaux : les plaques en flottement en pre´sence d’un
e´coulement axial (instabilite´ du drapeau), le flottement du tuyau d’arrosage, la dynamique d’oscillateurs masse-
ressort sous e´coulement. Ces syste`mes sont repre´sentatifs de nombreux phe´nome`nes vibratoires rencontre´s dans
la vie courante ou l’industrie : les vibrations de structures sous e´coulement dans l’industrie nucle´aire, le flot-
tement de panneaux souples en ae´ronautique, les vibrations de structures soumises au vent dans le ge´nie civil,
les oscillations du papier de´filant a` grande vitesse entre les tambours d’imprimerie, la vibration de la glotte a`
l’origine du ronflement ou la vibration des cordes vocales.
J’ai aussi e´te´ amene´ a` travailler sur des proble´matiques de dynamique de structures actives comme les vibra-
tions de plaques pie´zoe´lectriques pour la reproduction sonore ou les oscillations structures en alliage a` me´moire
de forme force´es, dont il est envisage´ l’utilisation pour amortir les vibrations en ge´nie civil. L’extension naturelle
de l’ensemble de ces travaux consiste finalement a` s’atteler a` des proble`mes d’interaction entre e´coulements et
structures actives. Un premier projet sur ce the`me est pre´sente´ dans ce manuscrit : la re´cupe´ration d’e´nergie
du flottement de plaques pie´zoe´lectriques. L’ensemble de mes travaux sur les mate´riaux actifs et leur couplage
avec les e´coulements sont pre´sente´s dans la deuxie`me partie de ce me´moire.
Avant de clore cet avant propos, je tiens a` pre´senter brie`vement l’ensemble du de´roulement de ce document
en insistant sur le contexte et les personnes implique´es dans chaque the`me.
Partie 1 - Instabilite´s en interaction fluide structure
Le chapitre 1 a pour but d’introduire de fac¸on unifie´e toutes les e´quations et tous les concepts ne´cessaires aux
trois chapitres suivants. Ce sera aussi l’occasion de pre´senter quelques-uns de mes travaux relatifs a` l’interaction
fluide-structure ante´rieurs a` mon arrive´e a` l’ENSTA.
Le chapitre 2 traite de l’instabilite´ connue sous le nom de “flottement du drapeau”, en s’inte´ressant plus
particulie`rement aux effets de confinements induits par la proximite´ de parois immobiles. Ce travail the´orique
et expe´rimental, initie´ dans le cadre d’un contrat de l’Agence Nationale de la Rercherche 2, a e´te´ effectue´ en
collaboration avec Christophe Eloy (IRPHE, Marseille).
Le chapitre 3 traite de l’influence de la dissipation sur les instabilite´s de structures sous e´coulement. Le cas
du tuyau avec e´coulement interne y est pre´sente´ comme un syste`me mode`le, repre´sentatif de nombreux cas
1. Attache´ Temporaire Enseignement Recherche
2. ANR “DRAPEAU” no ANR-06-JCJC-0087
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rencontre´s non-seulement en interaction fluide-structure, mais aussi dans d’autres disciplines de la physique, qui
pre´sentent un comportement contre-intuitif de de´stabilisation par ajout d’amortissement.
Le travail pre´sente´ dans le chapitre 4 a e´te´ effectue´ dans le cadre d’un se´jour en France de Petr Sidlof,
doctorant de l’Universite´ Saint-Charles a` Prague. Sa the`se portait sur l’e´tude de la vibration des cordes vocales
en re´gime de phonation (Sidlof, 2007). En collaboration avec Olivier Cadot et Antoine Chaigne et durant 18
mois a` l’ENSTA, j’ai encadre´ son travail expe´rimental. Il s’agissait de caracte´riser le de´collement du jet se
de´veloppant en aval des cordes vocales.
Partie 2 - Mate´riaux actifs et interaction avec les e´coulements
Le chapitre 5 est le fruit d’une collaboration avec Ge´rald Kergourlay, du centre de recherche franc¸ais de
CANON (CANON-CRF). Suite au rachat du constructeur d’enceintes acoustiques franc¸ais Cabasse, le groupe
industriel japonais CANON a souhaite´ mettre en place une activite´ sur les haut-parleurs dans son centre de
recherche franc¸ais, base´ a` Rennes. Au de´but de l’anne´e 2009, alors que je souhaitais consacrer un peu de mon
temps de recherche a` des projets plus applique´s, j’ai eu l’occasion de pre´senter aux inge´nieurs-chercheurs de
CANON-CRF quelques-uns de mes re´sultats sur le controˆle actif du flottement de plaques dans un e´coulement
(Doare´ et al., 2006) et de manifester mon inte´reˆt pour le domaine de la reproduction sonore. S’en est suivie
une collaboration entre Cabasse, CANON-CRF et l’UME. Deux contrats de recherche d’un an ont e´te´ conclus
et deux stages de M2 ont notamment e´te´ re´alise´s a` l’UME (Minguell, 2009; Sambuc, 2010). L’objectif affiche´
de CANON e´tait de de´velopper des haut-parleurs de faible profondeur, adapte´s au nouveau format des e´crans
de te´le´vision modernes et capables de reproduire des basses fre´quences. Il fut donc entrepris de re´aliser des
haut-parleurs dont le principe de fonctionnement e´tait classiquement base´ sur un syste`me bobine-aimant, mais
dont la membrane transmettant l’e´nergie acoustique, au lieu d’eˆtre constitue´e d’un coˆne sur une suspension
souple, e´tait forme´e d’une plaque plane encastre´e.
Dans le chapitre 6, nous pre´senterons un travail de mode´lisation de la dynamique de plaques pie´zoe´lectriques
souples sous e´coulement et son application a` la re´cupe´ration d’e´nergie. Il s’agit d’une recherche effectue´e en
collaboration avec Se´bastien Michelin (LadHyX). Nous avions tous deux pour ambition de quantifier le po-
tentiel de re´cupe´ration d’e´nergie que pre´sente le phe´nome`ne de flottement de structures sous e´coulement. Nos
expe´riences comple´mentaires sur les structures e´lance´es (the´ories locales/globales et pie´zoe´lectricite´ pour ma
part, mode´lisation non-line´aire et simulation nume´rique pour Se´bastien Michelin) nous ont naturellement conduit
a` collaborer sur ce projet.
Enfin, au chapitre 7, nous e´tudierons le cas d’un autre type de mate´riau actif : les mate´riaux a` me´moire
de forme. La mode´lisation et l’analyse expe´rimentale du comportement de ces mate´riaux est un the`me phare
de groupe MS. Le travail de recherche qui sera pre´sente´ a plus spe´cifiquement porte´ sur le comportement
pseudoe´lastique des alliages a` me´moire de forme a` certaines tempe´ratures. Il a consiste´ a` analyser l’influence de
la pseudoe´lasticite´ sur la dynamique de structures ou oscillateurs. Cette recherche a e´te´ faite en collaboration avec
Ziad Moumni et Cyril Touze´, enseignants-chercheurs a` l’Unite´ de Me´canique. Dans ce projet, j’ai notamment
de´veloppe´ une expe´rience originale d’e´tude des oscillations d’un pendule de torsion (stage de Sbarra, 2010) et
co-encadre´ une the`se portant sur la mode´lisation du comportement dynamique des alliages a` me´moire de forme
(Ould Moussa, 2011).
A` la fin de ce me´moire, dans un court chapitre, je pre´senterai un bilan de ces recherches et les perspectives
principales que j’entrevois a` ce jour.
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Instabilite´s de flottement ae´roe´lastiques :




1. Interaction entre un solide en vibration et un
e´coulement potentiel
Lorsqu’un solide e´lastique est plonge´ dans un e´coulement, les dynamiques des deux milieux se trouvent couple´es
sur une frontie`re de ge´ome´trie variable dans le temps. Une mode´lisation comple`te de ce type de syste`me couple´
doit faire intervenir les e´quations de Navier-Stokes dans le milieu fluide, les e´quations de l’e´lasto-dynamique
dans le milieu solide et des conditions sur la cine´matique et l’e´quilibre des contraintes dans chaque milieu,
qui doivent eˆtre satisfaites a` chaque instant sur une interface fluide-solide mobile. Il s’agit d’un proble`me tre`s
complexe, ce qui explique pourquoi les cas ge´ne´raux ne peuvent eˆtre re´solus qu’a` l’aide d’outils nume´riques et
pourquoi il existe une importante communaute´ de nume´riciens dans le domaine de l’interaction fluide-structure.
La plupart des cas aborde´s dans ce me´moire le sont du point de vue des instabilite´s, ce qui rend pertinente la
line´arisation des e´quations du syste`me couple´ et rend possible une re´solution analytique, voire semi-analytique
du proble`me. L’objectif premier de la premie`re moitie´ de ce chapitre est d’introduire brie`vement les e´quations
du proble`me line´arise´ sans omettre de souligner les approximations re´alise´es, et les effets ne´glige´s.
La seconde moitie´ de ce chapitre sera consacre´e a` l’introduction d’un certain nombre de concepts et me´thodes
de´veloppe´s dans ce me´moire : la notion de structure e´lance´e, les notions d’instabilite´s locales et globales, les
me´thodes de re´solution et d’analyse de stabilite´ des syste`mes finis et infinis.
Aussi ce chapitre ne pre´sente t-il pas a` proprement parler des re´sultats scientifiques relatifs a` ma the`se
d’habilitation. L’objectif est d’en faire un texte de re´fe´rence utile aux chapitres suivants. Le lecteur e´claire´ peut
donc sans crainte se rendre au chapitre 2.
1.1. Position du proble`me couple´ fluide-structure
1.1.1. E´quations dans le fluide et conditions aux limites
Conside´rons le champ de de´formation Ξ(X,T ) d’un solide quelconque plonge´ dans un e´coulement stationnaire
U(X,T ), repre´sente´ en figure 1.1. Le domaine solide est note´ Ωs, le domaine fluide Ωf . On conside`re le so-
lide a` l’e´quilibre dans le champ de pression exerce´ par l’e´coulement permanent. Cet e´tat d’e´quilibre est pris




Figure 1.1.: Vue sche´matique d’un solide se de´formant a` proximite´ d’un e´coulement permanent.
9
1. Interaction entre un solide en vibration et un e´coulement potentiel
conservation de la masse et de la quantite´ de mouvement sans dimension :







u+ grad p− 1
Re
∆u = 0, (1.2)
ou` une longueur de re´fe´rence η, un temps de re´fe´rence τ et la masse volumique du fluide ρf on e´te´ utilise´es pour













Dans tous les proble`mes mode´lise´s dans la suite, nous ne´gligerons les effets visqueux (Re ≫ 1) et conside´rerons
un e´coulement potentiel et irrotationel, de sorte que la vitesse de´rive d’un potentiel ψ,
u = gradψ. (1.5)
Sous cette approximation, la condition aux limites a` l’interface fluide-solide consiste en l’e´galite´ des vitesses
normales de chaque milieu et porte le nom de condition cine´matique,




ou` ξ = Ξ/η est le champ de de´placement adimensionne´ dans le solide. Ce champ est suppose´ satisfaire un jeu
d’e´quations qui sera propre a` chaque cas e´tudie´. Il s’agira par exemple des e´quations line´arise´es de´crivant les
petits de´placements transversaux d’une poutre sous l’approximation d’Euler-Bernoulli (chapitres 2, 3 et 6), ou
d’e´quations dynamiques du solide sur une base de modes propres suppose´s connus a priori (chapitre 4). Nous
reviendrons dans le pre´sent chapitre sur la dynamique du solide en sections 1.2 et 1.3.
1.1.2. Line´arisation du proble`me
Les e´quations pre´sente´es ci-dessus posse`dent des non line´arite´s a` deux niveaux. La premie`re non-line´arite´ se
retrouve dans le terme d’advection de l’e´quation de conservation de la quantite´ de mouvement et la deuxie`me
est cache´e dans la condition aux limites cine´matique (1.6). De´composons les variables du proble`me entre partie
permanente et fluctuations,
ξ = ǫξ′, u = u0 + ǫu
′, p = p0 + ǫp
′, ψ = ψ0 + ǫψ
′, (1.7)
avec ǫ ≪ 1. En introduisant ces de´veloppements dans les e´quations de conservation du fluide, en prenant la
divergence de la conservation de la masse et en inte´grant une fois la conservation de la quantite´ de mouvement,
nous obtenons a` l’ordre ze´ro,
∆ψ0 = 0, (1.8)
1
2
u20 + p0 = cte, (1.9)
et a` l’ordre un,
∆ψ′ = 0, (1.10)
p′ = −ψ˙′ − u0 . grad ψ′. (1.11)
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Figure 1.2.: De´formation et de´placement d’une surface unitaire au cours de la transformation.
Dans cette dernie`re e´quation, la constante d’inte´gration a e´te´ prise nulle, puisque nous nous inte´ressons aux
fluctuations. L’e´quation (1.9) est l’e´quation de Bernoulli associe´e a` l’e´coulement permanent tandis que l’e´quation
(1.11) est l’e´quation de Bernoulli instationnaire.
Il reste a` line´ariser la condition aux limites cine´matique a` l’interface (1.6). Nous repre´sentons sur la figure
1.2 la de´formation d’une surface unitaire oriente´e. Y apparaˆıt le vecteur unitaire normal a` la surface de´forme´e,
note´ n0 dans la configuration de re´fe´rence et n dans la configuration actuelle. L’e´quation (1.6) est e´value´e au
point courant x, qui a pour expression,
x = x0 + ǫξ
′. (1.12)
Effectuons un de´veloppement au premier ordre de tous les termes pre´sents dans l’e´quation (1.6) :




















En introduisant ces de´veloppements dans la condition cine´matique, on obtient a` l’ordre 0,
u0 . n0 = 0. (1.14)
On retrouve une condition aux limites classique de me´canique des fluides pour l’e´coulement moyen : vitesse








.n0 − ξ′(gradu0).n0. (1.15)
Tous les termes de cette e´quation sont e´value´s dans la configuration de re´fe´rence, au point x0. Nous avons
donc a` pre´sent les conditions aux limites line´arise´es satisfaites par ψ′ a` l’interface fluide/solide, et la re´solution
du proble`me fluide line´arise´ consiste a` re´soudre l’e´quation de Laplace (1.10) pour le potentiel perturbe´ par le
mouvement du solide avec les conditions aux limites (1.15). La pression est ensuite calcule´e a` l’aide de l’e´quation
de Bernoulli instationnaire (1.11). Cette pression constitue alors un effort externe dans la dynamique du solide,
ce que nous abordons a` pre´sent.
1.2. Description modale de la dynamique du solide et projection de la
contrainte fluide
Supposons la dynamique line´aire du solide dans le vide connue et re´solue, c’est a` dire que nous connaissons ses
modes propres. Supposons les modes propres φ
j
(x), j ∈ N du solide en l’absence de fluide connus, et de´composons
11
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Recherchons le champ potentiel ψ′j associe´ a` chaque mode de de´formation . De part la line´arite´ du proble`me fluide
obtenu, on peut rechercher des solutions pour le potentiel sous forme d’une somme de deux fonctions satisfaisant
chacun deux conditions aux limites diffe´rentes dont la somme donne la condition (1.15). Nous posons donc,
ψ′j = Uψ(1)j + ψ(2)j , (1.17)
ou` U = U0η/τ . Les potentiels ψ(1)j et ψ(2)j satisfont tous deux l’e´quation de Laplace. Concernant les conditions
aux limites, nous choisissons pour le premier champ,
gradψ
(1)







.n0 − ξj(gradu).n0, (1.18)












La premie`re condition aux limites fait intervenir le champ de de´placement, tandis que la seconde fait intervenir
le champ de vitesse. On peut donc rechercher des solutions a` variables se´pare´es sous la forme :
ψ
(1)





j (x, t) = q˙(t) φ
(2)
ψj (x). (1.21)












− U2 qj u.gradφ(1)ψj . (1.22)
Cette pression comprend un terme proportionnel a` q¨j , qui ne de´pend pas de U , un terme proportionnel a` U q˙j
et un terme proportionnel a` U2qj .
La pression totale a naturellement pour expression p =
∑
j pj. En effectuant une troncature a` N modes et en
projetant la contrainte dans le fluide sur chaque mouvement modal φ
i
, on obtient l’e´quation dynamique,
[M +Ma]~¨q + UCa~˙q + [K + U2Ka]~q = ~0, (1.23)
ou` M et K sont des matrices diagonales dont les e´le´ments diagonaux sont les masses et raideurs modales
associe´es a` chaque mode et ou` Ma, Ca et Ka sont appele´es respectivement matrices de masse, d’amortissement
































1.3. Le cas des structures e´lance´es
Figure 1.3.: Deux cas typiques de structures e´lance´es en flottement dans un e´coulement axial : Un tuyau avec e´cou-
lement interne et un drapeau dans un e´coulement externe. La photographie du drapeau est tire´e de Eloy
et al. (2008).
L’e´quation (1.23) montre que les termes de masse ajoute´e sont les seuls qui restent lorsque le fluide est au
repos. Les termes de raideur ajoute´e sont ceux qui dominent lorsqu’on conside`re les grandes valeurs de la vitesse
re´duite U . Aux vitesses interme´diaires, tous les termes doivent eˆtre pris en compte 1.
La technique de´veloppe´e pour obtenir les matrices (1.24-1.26) intervenant dans l’e´quation dynamique (1.23),
qui consiste a` projeter la dynamique fluide-structure couple´e sur les modes propres de la structure dans le vide,
est nomme´e me´thode de Galerkin. Nous l’utiliserons dans la plupart des chapitres de ce manuscrit. Dans le cas
des structures e´lance´es, nous re´soudrons la pression dans le fluide dans l’espace de Fourier avant projection sur
les modes de structure, point qui est aborde´ dans la prochaine section.
1.3. Le cas des structures e´lance´es
1.3.1. E´criture du proble`me couple´ dans le cas e´lance´
Les structures e´lance´es auxquelles nous nous inte´resserons aux chapitres 2, 3 et 6 peuvent eˆtre des poutres des
plaques ou des coques en interaction avec un e´coulement axial. Deux cas typiques de ce proble`me sont illustre´s
en figure 1.3. La direction de l’e´lancement est selon ex et l’e´coulement, dans l’e´tat d’e´quilibre de re´fe´rence, est
suppose´ eˆtre homoge`ne dans cette meˆme direction,
U0 = U0ex ∀X ∈ Ωf . (1.27)
Bien que ces syste`mes puissent eˆtre re´solus en projetant directement sur la dynamique modale les efforts de
pression conse´cutifs au de´placement selon chaque mode dans le vide, tel que de´crit au cours de la section
pre´ce´dente, nous allons porter une attention particulie`re a` ce type de syste`me en l’abordant d’abord sous l’angle
de la propagation des ondes de flexion couple´es a` l’e´coulement. Le de´placement W (X,T ) du solide, en tout
point selon ey, est ici mode´lise´ sous l’approximation d’Euler-Bernoulli (petits de´placements, inertie de rotation











1. On retrouve ce re´sultat dans de Langre (2002a) de´montre´ de fac¸on moins formelle, mais avec des arguments plus physiques.
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ou` D est la rigidite´ en flexion, µ la masse par unite´ de longueur, A un ope´rateur line´aire mode´lisant des
forces supple´mentaires s’appliquant sur la structure, qui peuvent eˆtre des forces de raideur dues a` une fondation
e´lastique, une pre´-tension, des forces d’amortissement visqueux ou visco-e´lastique. Ici, l’interface fluide-solide ∂Ω
est un contour d’inte´gration de´signant l’interface fluide-solide a` l’abscisse X et le second membre de l’e´quation
(1.28) est l’expression de la force line´ique exerce´e par l’e´coulement sur la structure, re´sultant de la projection
sur φ = ey de la contrainte dans le fluide, inte´gre´e sur ∂Ω.
En utilisant une longueur caracte´ristique quelconque, note´e η et un temps caracte´ristique τ = η2
√
µ/D pour










Le parame`treM = ρfη2/µ est appele´ rapport de masse. La vitesse sans dimension de l’e´coulement permanent
prend quant a` elle la forme suivante,
u0 = Uex, (1.30)
tandis que l’e´quation de Bernoulli instationnaire devient,













Cette e´quation est appele´e condition d’imperme´abilite´. Les adimensionnements effectivement choisis dans la suite
pourront eˆtre le´ge`rement diffe´rents de ceux utilise´s dans ce contexte ge´ne´rique. La forme finale des e´quations
sans dimension sera toutefois similaire.










et prenons la transforme´e de Fourier de l’e´quation (1.29),
[
k4 − ω2 + aˆ(k, ω)] wˆ =M ∫
∂Ω
(−pˆ n).eydl, (1.34)
Dans l’espace de Fourier, l’e´quation de Bernoulli instationnaire devient,
pˆ = i(ω − Uk)ψˆ. (1.35)
Enfin, on montre aise´ment a` partir de (1.10) et (1.32) que le potentiel dans l’espace de Fourier ψˆ(k, y, z, ω) est









= −i(ω − Uk) wˆ (n.ey) sur ∂Ω (1.37)
Bn(ψˆ) = 0, n = 1..n, (1.38)
ou` Bn sont autant de conditions aux limites que ne´cessaire pour fermer le proble`me fluide (vitesse nulle sur
les parois immobiles, vitesse borne´e a` l’infini, conditions de syme´trie...). Elles de´pendent du proble`me e´tudie´
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= n.ey sur ∂Ω (1.40)
Bn(ϕˆ) = 0. (1.41)
Ce dernier proble`me ne de´pend que de du nombre d’onde k et des ge´ome´tries de la section du proble`me conside´re´.
En utilisant l’e´quation de Bernoulli instationnaire, la pression peut eˆtre exprime´e line´airement par rapport a` wˆ
et eˆtre re´introduite dans la relation de dispersion qui prend alors la forme suivante,
(k4 − ω2) + aˆ(k, ω) =M2g(k, ω)
k
(ω − Uk)2, (1.42)







Dans l’espace de Fourier de x et t, le travail consiste donc a` obtenir la relation de dispersion (1.42). Pour ce
faire, il est ne´cessaire d’obtenir la fonction g, ce qui passe par la re´solution d’un proble`me de Helmholtz a` deux
dimensions (e´quations 1.39-1.41) pour le potentiel normalise´ ϕˆ. Dans les sections qui suivent, nous conside´rons
le proble`me re´solu. C’est a` dire que nous connaissons la fonction g.
1.3.2. E´tude de stabilite´ du proble`me de longueur infinie : stabilite´ locale
En l’absence de toute donne´e sur les conditions aux limites portant sur x, on conside`re le proble`me infini.
L’analyse est dite locale, dans la mesure ou` elle est valable localement, autour d’un forc¸age localise´ en temps
et en espace, sur une dure´e et un domaine tel que les conditions aux limites ou les inhomoge´ne´ite´s du milieu
puissent eˆtre ne´glige´es. L’analyse consiste alors en l’e´tude des ondes de flexion se propageant dans ce milieu au
travers de la relation de dispersion (1.42) qui lie le nombre d’onde k a` la pulsation ω de toute solution sous la
forme d’une onde propagative,
w(x, t) = w0e
i(kx−ωt). (1.44)
Le milieu est dit localement stable si, pour tout nombre d’onde k ∈ R, l’amplitude de l’onde correspondante
reste borne´e pour t → ∞, ce qui est conditionne´ par la partie imaginaire de la pulsation correspondante. Le
crite`re de stabilite´ locale est donc de´fini comme suit :
Im(ω) ≤ 0 ∀k ∈ R ⇒ Stabilite´ locale. (1.45)
Le travail consiste ici a` calculer les valeurs de ω associe´es a` k et l’approche est dite temporelle. Il est a` noter que
le signe positif de la partie imaginaire de ω donnant lieu a` une instabilite´ est conditionne´ par le choix particulier
de la forme de l’onde (1.44).
Afin de diffe´rencier deux types de comportements a` temps longs de la re´ponse impulsionnelle d’un milieu, les
concepts d’instabilite´s convective et absolue ont e´te´ introduits par Briggs (1964). Si le syste`me est localement
instable (cf. condition 1.45), le paquet d’onde engendre´ par le forc¸age impulsionnel croˆıt exponentiellement aux
temps longs. Lorsque celui-ci est advecte´ par l’e´coulement moyen, l’on a affaire a` une instabilite´ convective,
tandis que lorsque le paquet d’onde croˆıt sur place et envahit tout l’espace, l’instabilite´ est dite absolue. La
figure 1.4, tire´e de Couairon & Chomaz (1997), repre´sente les re´ponses impulsionnelles que l’on obtient dans les
trois cas stable, convectivement instable, absolument instable. Les concepts d’instabilite´s absolue et convective,
initialement introduits en physique des plasmas (Briggs, 1964), ont par suite e´te´ introduits en me´canique des
fluides pour analyser l’instabilite´ de Kelvin-Helmholtz (Huerre & Monkewitz, 1985), les transitions dans les
sillages (Monkewitz, 1988) ou les jets (Leib & Goldstein, 1986). Les ondes de flexion se propageant dans les
structures e´lance´es ont aussi e´te´ de´crites au travers du prisme des instabilite´s convectives et absolues. Citons
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entre autres les travaux de Brazier-Smith & Scott (1984), Carpenter & Garrad (1986), Crighton & Oswell (1991)
ou Lucey & Carpenter (1992) pour le cas des panneaux souples en contact avec un e´coulement, et de Kulikovskii
& Shikina (1988) et de Langre & Ouvrard (1999) pour le cas du tuyau avec e´coulement interne.
Plus formellement, on caracte´rise l’instabilite´ absolue par l’existence d’ondes de vitesse de groupe nulle ayant
un taux de croissance positif :




= 0 , Im(ω0) > 0 ⇒ Instabilite´ absolue. (1.46)
On peut aussi la de´tecter par une analyse des branches spatiales. Les branches spatiales sont les lignes dans le plan
complexe de´finies par les nombres d’onde solution de la relation de dispersion pour ω ∈ [−∞+iσ,+∞+iσ]. Cette
approche est dites spatiale. Lorsque σ est bien supe´rieur au taux de croissance maximal σmax = max(Im[ω(k)])
avec k ∈ R, une analyse faisant appel a` un calcul de re´sidus permet de montrer que les branches se trouvant dans
le demi-plan complexe supe´rieur, note´es k+ correspondent aux ondes se de´veloppant en aval des perturbations,
tandis que les branches se trouvant dans le demi-plan complexe infe´rieur, note´es k− donnent les ondes se
de´veloppant en amont des perturbations (Huerre & Monkewitz, 1990). Lorsque σ est diminue´, un pincement
entre branches k+ et k− survient a` une certaine valeur de σ0 < σmax. Si σ0 est ne´gatif, l’instabilite´ est convective.








Il est toutefois a` noter que des points de pincement entre deux branches k+ ou deux branches k− peuvent
ve´rifier cette condition, mais ne donnent pas lieu a` une instabilite´ absolue. Ce crite`re ne constitue donc pas
une pre´diction syste´matique de l’existence d’une transition. Toutefois, dans le cas de syste`mes hydroe´lastiques
conservatifs, Crighton & Oswell (1991) ont montre´ en utilisant les syme´tries particulie`res de la relation de







Nous utiliserons indirectement ce crite`re lorsque nous nous inte´resserons au drapeau confine´ dans un canal
(chapitre 2)
1.3.3. E´tude de stabilite´ du syste`me de longueur finie : stabilite´ globale
Lorsque l’on s’inte´resse a` la dynamique d’un syste`me de longueur finie, sur des e´chelles de temps et de longueur
telles que les bords ne peuvent plus eˆtre ne´glige´s, l’on doit tenir compte des conditions aux limites. Dans tous
les cas que nous allons e´tudier dans les deux chapitres suivants, les conditions aux limites seront celles d’une
poutre encastre´e-libre :
w(x = 0, t) = w′(x = 0, t) = w′′(x = l, t) = w′′′(x = l, t). (1.49)
L’analyse de stabilite´ de ce proble`me passe par la recherche de modes propres. En cherchant des solutions
sous la forme,
w(x, t) = φ(x)e−iωt, (1.50)
et puisque les forces exerce´es par l’e´coulement sur la structure sont des fonctions line´aires de w, nous obtenons
un proble`me aux valeurs propres de Strum-Liouville posse´dant une infinite´ couples (ω, φ) solutions. De part la
forme de la solution cherche´e, donne´e en e´quation (1.50), le syste`me est instable de`s qu’une pulsation propre
a une partie imaginaire positive. Si la partie re´elle de cette pulsation est nulle, on a affaire a` une instabilite´
statique, appele´e flambage. Le mouvement correspondant prend la forme d’une de´formation exponentiellement
croissante, sans oscillation. En revanche, si la partie re´elle de cette pulsation est non nulle, nous avons affaire a` un
mouvement oscillation d’amplitude exponentiellement croissante. L’instabilite´ est appele´e instabilite´ dynamique,
ou flottement.
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σmax > 0σmax > 0
Figure 1.4.: Illustration de trois types de re´ponses impulsionnelles, tire´e de Couairon & Chomaz (1997). (a), le taux de
croissance maximal, parmi tous les nombres d’ondes, est ne´gatif, le syste`me est dit localement stable ; (b),
le taux de croissance maximal est positif, et le taux de croissance associe´ aux ondes de vitesse de groupe
nulles est ne´gatif, le syste`me est dit convectivement instable, la re´ponse impulsionnelle aux temps longs
consiste en un paquet d’onde advecte´ dans la direction de l’e´coulement ; (c) le taux de croissance maximal
est positif, et le taux de croissance associe´ aux ondes de vitesse de groupe nulles est positif, le syste`me est
dit absolument instable, la re´ponse impulsionnelle aux temps longs consiste en un paquet d’onde qui croˆıt
sur place et envahit tout l’e´coulement.
Il n’existe la plupart du temps pas de solution analytique au proble`me de Sturm-Liouville mentionne´ ci-
dessus. Pour le re´soudre nume´riquement, la me´thode de Galerkin, de´ja` de´crite dans la section 1.2, consiste a`
re´soudre la dynamique line´arise´e du fluide associe´e a` chaque mode de poutre dans le vide pour ensuite projeter
la contrainte sur les modes. On obtient alors un proble`me dynamique couple´ par les matrices de masse, de
raideur et d’amortissement ajoute´s. Afin de re´duire le couˆt de calcul de cette me´thode, nous pouvons tirer profit
du fait que la dynamique du fluide ait de´ja` e´te´ re´solue dans l’espace de Fourier. De l’e´quation (1.42), on tire,
kfˆ
g
=M(ω − Uk)2wˆ. (1.51)
La transforme´e de Fourier inverse en x et t de cette e´quation permet d’e´crire l’expression de la force line´ique en




















Nous serons parfois confronte´s au cas simple ou` la re´action ae´rodynamique est de la forme g = αk. Dans ce cas,
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Ce cas de figure correspond a` la limite dite des corps e´lance´s, qui se pre´sente lorsque la longueur d’onde e´tudie´e
est grande devant les dimensions transversales du proble`me. Finalement, que ce soit sous la forme implicite
(1.52) ou explicite (1.54), nous pouvons conside´rer que la force line´ique f exerce´e par le fluide en e´coulement sur
le solide est connue. La re´solution pratique du proble`me couple´ fluide-structure passe ensuite par l’utilisation de
me´thodes nume´riques. Nous allons en pre´senter trois. La premie`re est la me´thode de Galerkin, de´ja` introduite
en section 1.2. Nous allons rapidement de´crire son adaptation au cas e´lance´. La seconde sera dite me´thode des
ondes, et la troisie`me me´thode locale/globale.
Me´thode 1 : me´thode de Galerkin
La de´composition modale du mouvement, e´quivalent de l’e´quation (1.16), s’e´crit ici,




ou` φn(x) , n ∈ N sont les modes propres de la structure sans fluide et ou` il est d’ores et de´ja` suppose´ une
de´pendance harmonique en temps, a` la fre´quence ω ∈ C. Apre`s une troncature a` N modes, insertion de cette
de´composition dans l’e´quation dynamique (1.29), et projection sur un mode φm(x), on aboutit a` un proble`me
line´aire pour le vecteur ~a, dont il existe une solution non triviale si et seulement si le de´terminant de la matrice
de l’ope´rateur line´aire s’annule. C’est le cas pour une se´rie discre`te de valeurs de ω. La stabilite´ est assure´e si
la partie imaginaire de ces fre´quences complexes sont toutes nulles ou ne´gatives.
Lorsque la force line´ique f est de la forme simple donne´e en e´quation (1.54), elle peut tout simplement
eˆtre de´compose´e selon les meˆmes modes de Galerkin (Pa¨ıdoussis, 1970; Doare´ & de Langre, 2002a,b; Lemaitre
et al., 2005). Lorsque l’on est oblige´ de passer par la forme inte´grale (1.52), la pression peut par exemple eˆtre
de´compose´e selon des polynoˆmes de Chebyshev (Guo & Paidoussis, 2000; Eloy et al., 2007; Doare´ et al., 2011b).
Me´thode 2 : Me´thode des ondes
Donnons une autre de´finition d’une pulsation et d’un mode propre : Soient kn(ω), n = 1...Nr, les racines qui
satisfont l’e´quation (1.42) a` ω ∈ C donne´. La pulsation ω est une pulsation propre du syste`me si les Nr ondes
correspondantes peuvent eˆtre combine´es pour satisfaire les Nr conditions aux limites quel que soit t. Dans les
cas d’une structure de type poutre, Nr = 4, et l’expression du de´placement comme une superposition des quatre
ondes a` ω donne´ s’e´crit,





L’introduction de cette expression du de´placement dans chacune des 4 conditions aux limites (1.49) donne
quatre relations line´aires entre les coefficients c1 a` c4. Nous obtenons un syste`me line´aire de la forme A(ω)~c = ~0,
qui n’admet de solution non-triviale que si le de´terminant de A s’annule, ce qui se´lectionne une suite discre`te de
pulsations. Le mode propre est alors donne´ par la re´solution du syste`me line´aire et l’introduction des solutions
dans l’e´quation (1.56). Cette me´thode fournit les solutions exactes du proble`me, contrairement a` la me´thode 1,
qui ne´cessite une troncature et ne permet donc que d’approcher les solutions.
Me´thode 3 : Me´thode locale/globale
La pre´sentation faite ci-dessus des instabilite´s locales et globales conduit naturellement a` se poser la question
de l’influence des ondes instables sur l’instabilite´ de syste`mes de dimension finie. La valeur limite aux grandes
longueurs prise par les parame`tres critiques d’instabilite´ du syste`me de longueur finie peut eˆtre le plus souvent
pre´dite par le crite`re de Kulikovskii (?). Dans le cas d’un tuyau sur fondation e´lastique, en l’absence d’amortisse-
ment, nous avons montre´ que c’est un crite`re local d’existence d’ondes neutres qui pre´vaut (Doare´ & de Langre,
2002a), ce qui ne peut eˆtre pre´dit par le crite`re de Kulikovskii. Dans ce cas particulier, nous avons alors affaire
a` un syste`me globalement instable, bien que localement neutre. Ce phe´nome`ne a e´te´ attribue´ a` l’existence de
bords sur-re´fle´chissants (Doare´ & de Langre, 2002a, 2006). Nous aborderons cette question dans le chapitre 3
en l’e´tendant aux effets de l’amortissement.
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Dans le cas de milieux spatialement inhomoge`nes, l’analyse locale de stabilite´ donne la`-encore des informations
utiles a` la compre´hension de l’instabilite´ globale. Nous avons en particulier e´tudie´ le cas d’un tuyau suspendu
pour lequel la gravite´ induit une force de tension variant spatialement de ze´ro a` l’aval au poids total du tuyau
a` l’amont. Nous montrons que le mode global reste confine´ dans la zone localement instable ou` la tension est
faible, ce qui permet d’e´tablir des crite`res de stabilite´ globale simples (Doare´ & de Langre, 2002b). Ce type
d’approche a ensuite e´te´ e´tendu aux structures e´lance´es en e´coulement externe subissant la gravite´ ou des efforts
de friction (Lemaitre et al., 2005; de Langre et al., 2007).
Pour quantifier les roˆles respectifs des ondes instables et des re´flexions d’onde dans l’instabilite´ globale, une
nouvelle me´thode a e´te´ de´veloppe´e pendant ma the`se de doctorat dans le cadre du tuyau avec e´coulement interne
(Doare´, 2001) et ge´ne´ralise´e a` d’autres cas et publie´e quelques anne´es plus tard (Doare´ & de Langre, 2006). Elle
a e´te´ applique´e a` d’autres domaines de la me´canique, tels les jets (Gallaire & Chomaz, 2004), les e´coulements
sanguins (Stewart et al., 2009; Heil & Hazel, 2011) et les fronts de flammes (Nichols et al., 2009).
Base´ sur la meˆme de´finition de la pulsation propre que la me´thode 2, cette me´thode tient en plus compte de
la direction de propagation des ondes dans le milieu et permet d’expliquer certaines instabilite´s par l’existence
de conditions aux limites sur-re´fle´chissantes. Elle conside`re pour cela le trajet des ondes e´mises par un forc¸age
harmonique ponctuel a` une pulsation ω ∈ C. Ce trajet est exprime´ comme un produit de quatre matrices de
transfert, quantifiant le trajet des ondes vers l’amont, leur re´flexion a` la condition aux limites amont, leur trajet
vers l’aval, et leur re´flexion a` la condition aux limites aval. Soit ~a un vecteur de taille N− dont les e´le´ments
quantifient les amplitudes des ondes se propageant vers l’aval, leur amplitude apre`s un trajet aller-retour a pour
expression :
~a′ = P−R−P+R+~a = G~a. (1.57)
ou` les matrices apparaissant dans cette e´quation sont des ope´rateurs line´aires de´crivant le trajet aval, la re´flexion
aval, le trajet amont et la re´flexion amont. Elles de´pendent de la pulsation ω, au travers des nombres d’ondes. Si
pour une pulsation donne´e une des valeurs de G vaut l’unite´, aucun forc¸age n’est ne´cessaire pour entretenir ces
ondes, et nous avons affaire a` une pulsation propre. En utilisant les proprie´te´s des valeurs propres de produits
de matrices, cette me´thode permet non seulement de calculer les pulsations propres et modes propres, mais
aussi de se´parer les contributions des re´flexions d’ondes et des ondes spatialement amplifie´es dans l’instabilite´
globale.
1.4. Bilan
Dans ce chapitre, les e´quations line´arise´es d’un proble`me d’interaction fluide-structure ont e´te´ pre´sente´es et
de´taille´es dans le cas des structures e´lance´es. Diffe´rents types d’analyses de stabilite´ ont e´te´ pre´sente´s. Nous
pouvons aborder a` pre´sent les trois prochains chapitres en faisant re´fe´rence a` ce qui vient d’eˆtre pre´sente´ quand
cela est ne´cessaire. Dans les chapitres 2 et 3, qui concernent les corps e´lance´s, les concepts introduits ici pourront
directement eˆtre utilise´s. Par contre, dans le chapitre 4, ou` nous traiterons le cas des cordes vocales, nous serions
tente´s d’utiliser directement la the´orie des e´coulements potentiels pour re´soudre la dynamique, en se´lectionnant
soigneusement les modes de structure utilise´s pour la projection. Ce serait sans compter sur le de´collement qui
survient en aval des cordes vocales, qui met a` mal l’hypothe`se d’e´coulement potentiel. Un certain nombre de
travaux maintiennent cette hypothe`se dans toute la partie de l’e´coulement amont, et conside`rent la pression
constante apre`s le de´collement. Cette technique ne´cessite toutefois de bien connaˆıtre la position du point de
de´collement, ce qui sera l’objet de l’e´tude expe´rimentale du chapitre 4.
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2. Influence du confinement sur l’instabilite´ de
flottement de plaques e´lastiques
Re´fe´rences :
– Doare´, Sauzade, & Eloy (2011b), Flutter of an elastic plate in a channel flow : Confinement and finite-size
effects. Journal of Fluids and Structures, 27(1) :76–88.
– Doare´, Mano, & Bilbao Ludena (2011a), Effect of spanwise confinement on flag flutter : Experimental
measurements, Physics of Fluids, 23 :111704.
– Doare´ & Eloy (2012), The influence of channel walls on flag flutter. In Flow Induced Vibration, Dublin,
2012.
Nous devons a` Rayleigh (1879) la premie`re mention du caracte`re instable de l’interface entre deux fluides en e´cou-
lement. Dans sa de´monstration, Lord Rayleigh montre que l’interface de longueur infinie est toujours instable.
Depuis lors, de nombreux travaux de recherche se sont penche´s sur les instabilite´s de plaques, membranes en
pre´sence d’e´coulements, qui sont vus comme des proble`mes mode`les de syste`mes plus complexes rencontre´s
dans la vie courante ou dans l’industrie : les vibrations du papier de´filant a` grande vitesse dans les tambours
des machines d’imprimerie (Watanabe et al., 2002b,a), les oscillations de la glotte en cause dans le ronflement
(Aure´gan & De´pollier, 1995; Huang, 1995), les vibrations d’assemblages de plaques paralle`les dans l’industrie
nucle´aire (Guo & Paidoussis, 2000) ou bien encore le flottement de panneaux souples tels que les ailerons d’avion
en ae´ronautique (Kornecki et al., 1976). Pendant tre`s longtemps les mode`les ont pre´dit des seuils d’instabilite´
tre`s diffe´rents de ceux observe´s expe´rimentalement. Ce chapitre pre´sente des recherches visant a` ame´liorer la
pre´diction des seuils d’instabilite´ en tenant compte de la tri-dimensionnalite´ de l’e´coulement et la proximite´ de
parois d’un canal.
La premie`re e´tude expe´rimentale publie´e de l’instabilite´ d’un drapeau dans un e´coulement a e´te´ re´alise´e par
Taneda (1968). D’autres e´tudes expe´rimentales ont suivi, tant dans des e´coulements d’air ouverts (Datta &
Gottenberg, 1975; Shayo, 1980) ou confine´s dans un canal (Huang, 1995; Aure´gan & De´pollier, 1995), que dans
des e´coulements d’eau (Shelley et al., 2005). D’une manie`re ge´ne´rale une instabilite´ de flottement est observe´e
lorsque la vitesse de l’e´coulement de´passe une certaine vitesse.
Dans le meˆme temps, plusieurs mode`les ont e´te´ de´veloppe´s pour pre´dire les seuils d’instabilite´, avec comme
point commun un milieu solide 1D de type poutre ou plaque et un milieu fluide mode´lise´ par un e´coulement
potentiel. Le premier mode`le, que nous devons a` Kornecki et al. (1976), s’inspire des travaux de Theodorsen
(1935) pour introduire dans un mode`le d’e´coulement potentiel une circulation autour de la plaque et un sillage
tourbillonnaire tel que la condition de Kutta est satisfaite a` tout instant au bord aval 1. Cette technique a
par la suite e´te´ utilise´e pour obtenir des re´sultats comple´mentaires sur l’instabilite´ (Huang, 1995; Watanabe
et al., 2002a). Le mode`le implique´ dans ces travaux de recherche est dit mode`le simple sillage pour le distinguer
de la mode´lisation double sillage, introduite par Guo & Paidoussis (2000). Ici, la continuite´ de la pression est
simplement impose´e au bord aval de la plaque dans la recherche d’une solution potentielle 2. Cette technique
a pour effet d’introduire artificiellement un sillage en amont de l’encastrement de la plaque, d’ou` l’appellation
de double sillage. Une troisie`me classe de mode´lisation peut eˆtre identifie´e dans la litte´rature, la mode´lisation
dite des corps e´lance´s. C’est la limite de l’e´quation (1.54), dans laquelle le coefficient α s’obtient par un calcul
bi-dimensionnel de masse ajoute´e dans le plan de la section du drapeau. En se basant sur les re´sultats de
Lighthill (1960) obtenus dans le cadre de la propulsion de corps e´lance´s, des mode`les de ce type on e´te´ utilise´s
1. Il s’agit de la technique pre´sente´e en section 1.2 a` laquelle on ajoute une contribution de la circulation.
2. Il s’agit donc exactement de la technique pre´sente´e en sections 1.2 et 1.3.3.
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pour pre´dire les seuils d’instabilite´ (Datta & Gottenberg, 1975; Lemaitre et al., 2005).
Les vitesses critiques pre´dites par ces mode`les n’e´taient toutefois pas en tre`s bon accord avec les observa-
tions expe´rimentales. En effet, les mode`les 2D de type simple et double sillage pre´disent des vitesses critiques
ge´ne´ralement bien infe´rieures a` celles mesure´es, tandis que le mode`le de type corps e´lance´, hormis dans le cas
d’un ruban (Lemaitre et al., 2005), pre´dit des vitesses critiques trop grandes. Ce constat a e´te´ re´alise´ de`s 1980
par Shayo, qui a propose´ un mode`le prenant en compte le rapport d’aspect du drapeau H/L, ou` L est la corde
et H l’envergure. Ce mode`le pre´dit cependant qu’un drapeau e´lance´ est moins stable qu’un drapeau de grand
rapport d’aspect, en contradiction avec l’expe´rience, ce qui laisse penser que de trop fortes approximations ont
e´te´ faites par Shayo (1980). L’ide´e a e´te´ reprise par Eloy et al. (2007), en proposant un mode`le de type double
sillage ou` l’e´coulement 3D est re´solu. Ce mode`le a ame´liore´ conside´rablement la pre´diction du seuil d’instabilite´
et a de´montre´ clairement ce que l’intuition et l’observation expe´rimentale nous indiquaient : le rapport d’aspect
du drapeau est un parame`tre qui a une influence importante sur le seuil d’instabilite´.
Les limites d’une mode´lisation d’e´coulement 2D sont aussi re´ve´le´es par deux articles concurrents, publie´s
la meˆme anne´e, portant sur le flottement d’une plaque dans un canal et motive´s par la proble´matique du
ronflement (Aure´gan & De´pollier, 1995; Huang, 1995). Le premier fait appel a` une mode´lisation de type double
sillage, tandis que le second utilise un mode`le de type simple sillage. Dans les deux cas les vitesses critiques
expe´rimentales sont supe´rieures a` celles pre´dites par la the´orie. Pour circonvenir a` ce proble`me Huang sugge`re
que l’instabilite´ apparaˆıt lorsque le taux de croissance de´passe non pas la valeur ze´ro, mais une valeur supe´rieure.
En revanche, dans l’article de Aure´gan & De´pollier, il est sugge´re´ que la diffe´rence vient de la mode´lisation 2D,
alors que l’e´coulement dans le canal est 3D. Un facteur de correction de´pendant des conditions de confinement de
l’e´coulement est propose´, qui permet d’ame´liorer la pre´diction. Bien que tre`s empirique, cette correction semble
plus en accord avec les phe´nome`nes physiques en jeu. Il est enfin pre´dit dans cet article que le confinement
late´ral par des parois perpendiculaires au drapeau engendre un phe´nome`ne de blocage qui est de nature a`
rendre l’e´coulement 2D.
La motivation initiale du travail pre´sente´ dans ce chapitre a e´te´ de quantifier cet effet de blocage duˆ aux
parois late´rales, qui jusqu’alors n’e´tait que sugge´re´ dans quelques travaux de recherche. Par suite, ce travail a
e´te´ e´tendu aux autres effets de parois en conside´rant une ge´ome´trie de canal comple`te.





Figure 2.1.: Vue sche´matique d’une plaque
encastre´e-libre dans un conduit
rectangulaire.
Nous nous inte´ressons au proble`me sche´matise´ sur la figure 2.1. Il
s’agit d’une plaque mince de largeur 2H , de densite´ surfacique µ, de
rigidite´ en flexion par unite´ de longueur dans la direction late´rale
B se trouvant dans un conduit rectangulaire de hauteur 2D et de
largeurH+2C. L’hypothe`se d’e´coulement potentiel incompressible
est ici encore faite et nous prenons pour point de de´part de notre
mode´lisation les re´sultats obtenus en section 1.3 pour une struc-
ture e´lance´e quelconque. Mode´lise´e comme une plaque e´lastique
sous l’approximation d’Euler-Bernoulli, la de´formation du solide
est suppose´e ne de´pendre que de la coordonne´e longitudinale X .
Puisqu’il n’y pas pas de de´formation selon la coordonne´e late´rale
Z, nous pouvons e´crire l’e´quation d’e´quilibre (1.28) par unite´ de
longueur dans la direction Z en conside´rant l’effort moyen exerce´













ou` B = EH3p/(1−ν2) pour une plaque mince d’e´paisseurHp de mo-
dule d’Young E et de coefficient de Poisson ν. La ligne de contour
de´finissant l’interface fluide-solide ∂Ω est ici compose´e d’un seg-
ment pour la surface supe´rieure et un autre segment pour la surface
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infe´rieure du drapeau. Ainsi, dans la suite, le second membre sera





(−P.n)eydL = 〈[P ]〉, (2.2)
ou` les crochets [.] indiquent un saut de part et d’autre de la plaque et les angles 〈.〉 signifient que l’on en prend
la valeur moyenne sur la largeur de la plaque. Enfin, notons que dans ce chapitre, les raideurs et amortissements
line´iques additionnels sont pris nuls (A = 0).
E´crivons a` pre´sent le proble`me sans dimension. Les longueur et temps caracte´ristiques utilise´s sont respecti-
vement la demi-largeur de la plaque η = H/2 et le temps τ = H2
√
µ/B/4. Toutes les variables du proble`me

















, ψ = Ψ
√
µ/B. (2.4)
On peut re´duire le nombre de parame`tres a` quatre, un rapport de masse, une vitesse sans dimension et deux


















En introduisant ces variables et parame`tres sans dimension dans l’e´quation (2.1), on obtient l’e´quation dyna-







Il reste a` de´terminer la pression p, qui peut eˆtre exprime´e line´airement par rapport au de´placement. Pour
atteindre ce but, notre point de de´part est le proble`me satisfait par le potentiel normalise´ ϕˆ dans l’espace de
Fourier de la coordonne´e longitudinale x (cf. e´quations 1.39-1.41). La ge´ome´trie comple`te du proble`me dans
l’espace de Fourier est donne´e en figure 2.2a. En conside´rant la syme´trie du proble`me par rapport a` l’axe
(Oz) et son anti-syme´trie par rapport a` (Oy), on peut se contenter d’e´tudier seulement un quart du domaine
rectangulaire, comme repre´sente´ en figure2.2b, de sorte que l’e´quivalent des e´quations (1.39-1.41) gouvernant le






= k2ϕˆ, pour z ∈ [0, 1 + c], y ∈ [0, d] (2.7)
∂ϕˆ
∂y
= 1 pour z < 1, y = 0, (2.8)
∂ϕˆ
∂y
= 0 pour y = d, (2.9)
∂ϕˆ
∂z
= 0 pour z = 1 + c. (2.10)
Enfin, la fonction g apparaissant au second membre de la relation de dispersion (1.42) est ici,
g(k, c, d) = −k
2
〈[ϕˆ]〉 = −k〈ϕˆz=0+〉. (2.11)
Cette fonction apparaˆıt en facteur de tous les termes fluides de la relation de dispersion. Elle s’apparente
physiquement a` une re´action ae´rodynamique qui de´pend de trois longueurs : la longueur d’onde, le confinement
late´ral d et le confinement transversal c.
Le travail consiste donc a` re´soudre le jeu d’e´quations (2.7-2.10) afin d’obtenir la fonction g qui intervient
dans la relation de dispersion. Une fois la relation de dispersion connue, elle peut eˆtre utilise´e pour re´aliser une
analyse de stabilite´ locale, telle que pre´sente´e en section 1.3.2, ou une analyse de stabilite´ globale, pre´sente´e en
section 1.3.3.
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ϕˆy = 1 ϕˆ = 0
ϕˆy = 0
ϕˆz = 0ϕˆz = 0
Figure 2.2.: (a) Ge´ome´trie comple`te du proble`me dans l’espace de Fourrier de la coordonne´e longitudinale. (b) Nouvelle
ge´ome´trie et conditions aux limites apre`s prise en compte des syme´tries du proble`me.
2.1.1. Les diffe´rents cas limites de la fonction g
Nous pre´sentons ici le comportement de la re´action ae´rodynamique g. Dans la plupart des cas limites de la
litte´rature, il existe une solution analytique au proble`me de Helmoltz de´fini plus haut. Pour les cas 3D plus
complexes, la solution ϕˆz=0+ est recherche´e sur la base de polynoˆmes de Chebyshev du second type (Eloy et al.,
2007; Doare´ et al., 2011b) ou calcule´e par la me´thode des e´le´ments finis (Doare´ et al., 2011b; Doare´ & Eloy,
2012).
Limite 2D
Le proble`me bidimensionnel d’une plaque dans un e´coulement infini d’un seul coˆte´ a e´te´ e´tudie´ de manie`re
intensive dans le cadre de l’e´tude des panneaux souples en pre´sence d’un e´coulement potentiel (Benjamin, 1963;






S’il y a un e´coulement des deux coˆte´s, on trouve naturellement que la re´sultante des efforts ae´rodynamiques est
double´e (Shelley et al., 2005) :
g2D2 = 1. (2.13)





Si l’on repousse les parois late´rales a` l’infini (d≫ 1), on retrouve naturellement la limite 2D2.
Limite des corps e´lance´s, parois a` l’infini
La limite des corps e´lance´es correspond a` une situation telle qu’a` chaque valeur de l’abscisse x et a` chaque
instant, l’e´coulement dans le plan (y, z) perpendiculaire au drapeau ne de´pend que du de´placement du solide a`
cette abscisse w(x, t). Dans notre proble`me, cette limite s’obtient en pratique en conside´rant que k ≪ 1, mais
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Cas 3D sans parois (c, d =∞)
Le cas ge´ne´ral d’un drapeau de largeur finie dans un e´coulement sans parois (c = ∞, d = ∞) a e´te´ re´solu par
Eloy et al. (2007). Bien que ne pre´sentant pas de solution analytique, un mode`le approche´ a pu eˆtre obtenu en
combinant les de´veloppements asymptotiques pour k ≫ 1,
g(k) = 1− 1
2k
+O(k2), (2.16)
et pour k ≪ 1 (e´quation 2.15). La fonction g approche´e ainsi obtenue a pour expression,
g3D∞ ≃ 1− 1
2k + exp[(π/4− 2)k] . (2.17)
Elle donne des valeurs tre`s proches des solutions nume´riques. Le fait d’avoir une expression analytique, meˆme
approche´e, est crucial pour calculer la transforme´e de Fourier inverse G(x) (e´quation 1.53) qui intervient dans
l’expression de f ′(x) sous forme inte´grale (e´quation 1.52).
Cas 3D avec parois transversales (c fini, d =∞)
Ce cas a e´te´ e´tudie´ dans la re´fe´rence (Doare´ et al., 2011b). La me´thode utilise´e est similaire au cas 3D sans
parois : on recherche une forme empirique de la solution sous forme de deux de´veloppements asymptotiques,
l’un a` k grand et l’autre a` k petit puis on combine les deux expressions pour obtenir une forme analytique
approche´e pour tout k,










ou` gSBc est la limite a` k petit de g (limite des corps e´lance´s, ou petit rapport d’aspect),
gSBc(k, c) ≃ kπ
4
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et gLSc est la limite a` k grand de g (grand rapport d’aspect),






Cas 3D ge´ne´ral d’un drapeau dans un canal rectangulaire
Dans le cas ou` c et d ont des valeurs finies, on doit se contenter de solutions nume´riques (Doare´ & Eloy, 2012).
La fonction g est trace´e en figure 2.3a pour une grande valeur de d avec c compris entre 3×10−4 et 3 tandis que
sur la figure 2.3b, c est fixe´ a` une grande valeur, c = 3, et d varie de 3 × 10−3 a` 30. On retrouve ici encore une
limite de type corps e´lance´s lorsque k ≪ 1 : g devient une fonction line´aire g = Ak ou` A de´pend des parame`tres
ge´ome´triques c et d. De meˆme, g a un comportement en tanh(kd) pour kd grand et tend de fait vers l’unite´
lorsque k →∞. Le mode`le 3D∞ est recouvre´ lorsque c et d sont grands.
Comme attendu, c’est sur le comportement asymptotique a` k → 0 que la diffe´rence entre les mode`les 2D
et 3D est la plus significative. Dans l’e´quation (1.42), on peut identifier le terme m˜(k) = 2Mg/k a` une masse
ajoute´e de´pendant du nombre d’onde. Nous avons limk→0 m˜ = ∞ dans le cas 2D, et limk→0 m˜ = A dans le
cas 3D. Cette limite correspond au cas extreˆme ou` l’on conside`re une plaque de longueur infinie en oscillation
de translation. Dans la limite 2D, le de´placement de cette plaque ne´cessite de de´placer une quantite´ infinie de
fluide et la masse ajoute´e tend naturellement vers l’infini. En revanche, dans le cas 3D, la largeur finie de la
plaque autorise le fluide a` contourner le solide et l’inertie du fluide mis en mouvement dans l’oscillation est une
quantite´ finie. Dans ce cas 3D, notons que dans la limite k → 0, le jeu d’e´quation (2.7-2.10) est un proble`me
de Laplace que l’on rencontre lorsqu’on effectue un calcul de masse ajoute´ classique d’un solide en translation
dans un fluide parfait 2D (Blevins, 1990). Enfin, notons une proprie´te´ particulie`re de la fonction g qui n’a pu
eˆtre mise en e´vidence par les diffe´rents cas limites pre´sente´s ci-dessus : g a un comportement non monotone et
pre´sente un maximum en (1/d) pour k ∼ 1.6 (figure 2.3b). C’est a` partir de cette valeur du nombre d’onde que
les mode`les 3D et 2D donnent des valeurs de g proches.
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  d = 30    c varies from 3e−4 to 3
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  c = 3    d varies from 3e−3 to 30
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g
Figure 2.3.: Fonction g(k) calcule´e nume´riquement pour diffe´rents jeux des parame`tres c et d (ligne noire pleine) et
compare´e a` diffe´rents cas limites de la litte´rature ; g2D2 (ligne bleue e´paisse hachure´e) ; g2Dd (ligne bleue
fine hachure´e) ; g3D∞ (ligne rouge pleine e´paisse).
2.2. Analyse de stabilite´ locale
Maintenant que la relation de dispersion du syste`me est connue, nous pouvons l’utiliser pour re´aliser une analyse
de stabilite´. On peut aise´ment ve´rifier que le milieu ainsi de´crit est localement instable quel que soit c, d et
u 6= 0. Dans tous ces cas on peut en effet trouver une valeur de k ∈ R laquelle Im(ω) > 0 avec D(k, ω) = 0.
Inte´ressons-nous ici a` la description du type d’instabilite´, absolue ou convective, en fonction des parame`tres
c et d. Pour ce faire, nous utilisons une me´thode nume´rique introduite par de Langre (2002a). Cette me´thode
suppose que la relation de dispersion puisse eˆtre e´crite, a` l’aide d’un changement de variable, sous la forme,
D(ω, k; a, b) = R(k)− ω2 − aF (k)(ω − bk)2, (2.21)
ce qui est notre cas, a` la condition que le milieu soit de´pourvu d’amortissement. On utilise alors les syme´tries
particulie`res de cette relation de dispersion pour repre´senter le seuil de transition absolu-convectif comme une
courbe parame´trique dans l’espace des parame`tres, ou` le parame`tre est le nombre d’onde k.
Les courbes de transition absolu-convectif re´sultantes sont trace´es dans le plan (m,u/m) en figures 2.4a et
b pour les meˆmes valeurs des parame`tres que les figures 2.3a et b. Toutes ces courbes partagent une meˆme
limite aux grandes valeurs du rapport de masse m. Cette limite (u/m = 0.148) est le double de celle pre´dite par
Crighton & Oswell (1991), dans le cas d’une mode´lisation 2D et d’un e´coulement d’un seul coˆte´ de la plaque,
alors qu’il est des deux coˆte´s dans notre cas. Cette limite est atteinte lorsque k→∞, ce qui est consistant avec
le fait que la limite 2D est atteinte pour k grand. L’asymptote verticale aux faibles valeurs de m correspond a` la
limite oppose´e des corps e´lance´es (k ≪ 1). Dans le cas du tuyau avec e´coulement interne, de´crit par les meˆmes
e´quations que le drapeau dans la limite des corps e´lance´s, Kulikovskii & Shikina (1988) ont montre´ que le seuil
de transition absolu/convectif ne de´pend que du rapport de masse. Nous observons sur les figures 2.4a et b que
plus le confinement est important, plus la valeur du rapport de masse a` la transition est faible. Ceci s’explique
par l’existence d’un effet de masse ajoute´e d’autant plus important que le confinement est important. Enfin, les
courbes de transition tendent vers diffe´rents cas limites de manie`re consistante.
D’une manie`re ge´ne´rale, on peut conclure que le confinement a pour effet de favoriser l’instabilite´ convective.
Ce re´sultat est consistant avec le constat ge´ne´ral selon lequel l’instabilite´ convective est favorise´e par les rapports
de masse importants (de Langre, 2002a) puisque le confinement a ge´ne´ralement pour conse´quence d’augmenter
la masse ajoute´e apparente de tout solide en vibration (Gibert, 1988).
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Figure 2.4.: Courbes critiques de transition entre instabilite´ convective et absolue. Les conventions utilise´es pour les
le´gendes sont les meˆmes qu’en figure 2.3.
2.3. Stabilite´ du drapeau de longueur finie dans un canal rectangulaire
Nous de´crivons a` pre´sent les proprie´te´s de stabilite´ du drapeau de longueur finie, note´e L, et dote´ des conditions
aux limites d’une plaque encastre´e-libre donne´es en e´quation (1.49). Le proble`me est a` pre´sent adimensionne´







































Dans cette approche de longueur finie, le proble`me de´pend de quatre parame`tres alors que nous en avions trois
dans dans l’analyse locale. Le nouveau parame`tre essentiel qui apparaˆıt est le rapport d’aspect du drapeau.









Les conditions aux limites sont celles d’une plaque encastre´e en x = 0 et libre x = 1 (cf. e´q. 1.49).
L’ensemble des re´sultats nume´riques ont e´te´ obtenus a` l’aide d’une me´thode de Galerkin pre´sente´e en section
1.3.3. Ici le de´placement w(x, t) est de´compose´ selon les modes d’une poutre encastre´e-libre dans le vide et
la de´rive´e de la pression p′(x) de´compose´e selon des polynoˆmes de Chebyshev. Dans tous les cas particuliers
ou` nous avons une expression analytique de g(k), une expression analytique de sa transforme´e de Fourier est
accessible, et est directement utilise´e dans les calculs nume´riques. Dans le cas ge´ne´ral ou` nous n’avons g(k)
que nume´riquement pour un nombre discret de valeurs du nombre d’onde, G(x,C∗, D∗, H∗) est calcule´ a` l’aide
















Puisque son inte´grande tend vers ze´ro lorsque k tend vers l’infini, cette dernie`re inte´grale est plus facile a` calculer
nume´riquement que sous la forme donne´e en e´quation (1.53).
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Figure 2.5.: (a) Vitesse critique d’instabilite´ de flottement en fonction du rapport d’aspect H∗ pour diffe´rentes valeurs
du parame`tre de confinement C∗ : ∞ (o), 10−1 (∗), 10−2 (×), 10−4 (+). (b) Vitesse critique d’instabilite´
de flottement en fonction du rapport de masse M∗ pour diffe´rentes valeurs du parame`tre de confinement
C∗ : ∞ (ligne e´paisse), 10−2 (ligne semi e´paisse), 10−4 (ligne fine). Dans les deux figures, la limite 2D est
trace´e en ligne fine hachure´e.
2.3.1. Effet des parois transversales (C∗ fini, D∗ =∞)
Re´sultats nume´riques
Sur la figure 2.5a est trace´e la vitesse critique d’apparition de l’instabilite´ de flottement en fonction du rapport
d’aspect H∗ pour une valeur assez faible du rapport de masseM∗ = 0.5 et pour diffe´rentes valeurs du parame`tre
de confinement late´ral C∗ en utilisant le mode`le 3Dc. La ligne horizontale hachure´e correspond a` la limite 2D∞.
Ce graphique montre que la limite 2D∞ est atteinte lorsque H
∗ → ∞ ou C∗ → 0. La convergence lie´e au
confinement transversal est toutefois tre`s lente puisque meˆme pour C∗ = 10−4, une diffe´rence significative est
observe´e pour des valeurs de H∗ infe´rieures a` 1.
Sur la figure 2.5b c’est l’effet de M∗ qui est mis en e´vidence, a` H∗ = 1 fixe´. Puisqu’aux petits rapports
de masse la diffe´rence entre les mode`les 3D∞ et 2D∞ est la plus significative (Eloy et al., 2007) et puisque le
mode`le 3Dc fait passer continuˆment la vitesse critique d’un mode`le a` l’autre, l’effet de C
∗ est surtout visible
aux faibles valeurs du rapport de masse. Ici encore, on observe une convergence tre`s lente vers le mode`le 2D∞
quand C∗ →∞.
Il est a` noter que de manie`re similaire Michelin & Llewellyn Smith (2009) ont observe´ que les mode`les simples
et double sillage tendaient a` pre´dire des vitesses critiques similaires aux grandes valeurs du rapport de masse.
Ceci se comprend aise´ment en voyant le parame`tre M∗ non pas comme un rapport de masse, mais comme un
parame`tre de longueur. La diffe´rence entre ces deux mode`les se situant au niveau des conditions aux limites, il
n’est pas e´tonnant qu’elle soit de moins en moins importante a` mesure qu’on augmente la longueur du syste`me.
Re´sultats expe´rimentaux
Des expe´riences ont e´te´ re´alise´es a` l’ENSTA pour valider les re´sultats nume´riques sur l’effet du confinement
late´ral C∗. Le dispositif expe´rimental est sche´matise´ en figure 2.6. Il est constitue´ d’une conduite rectangulaire
dans laquelle est dispose´ un maˆt sur lequel on peut encastrer des drapeaux de diffe´rentes tailles. Les dimensions
du canal peuvent eˆtre re´duites en disposant des plaques de plexiglas de diffe´rentes tailles a` l’inte´rieur, comme
cela est repre´sente´ en figure 2.6c. Lorsque l’on souhaite encore re´duire les dimensions du canal avec plus de
pre´cision et de raffinement, des bandes successives de scotch sont colle´es sur les parois. Ce dispositif permet
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Figure 2.6.: Sche´ma du dispositif expe´rimental utilise´ pour mesurer l’effet de blocage du aux parois late´rales. (a), vue
de dessus ; (b) vue de coˆte´ ; (c), vue de coˆte´ avec des plaques additionnelles en plexiglas pour re´duire la
section du canal.
de faire varier les dimensions du canal dans une large gamme de confinements. La vitesse de l’e´coulement est
mesure´e a` l’entre´e de la section a` l’aide d’un tube de Pitot. Lorsque la section effective a` l’endroit du drapeau
est diffe´rente de celle ou` se trouve le tube de Pitot, nous invoquons la conservation du de´bit et conside´rons un
e´coulement homoge`ne de type bouchon pour estimer la vitesse au niveau du drapeau. Une mesure des profils de
vitesse a` diffe´rents endroits de la veine montre que cette approximation peut induire une erreur d’au plus 10%
dans l’estimation de la vitesse critique (Doare´ et al., 2011a).
La figure 2.7 compare le mode`le the´orique 3Dc avec des mesures expe´rimentales. Un bon accord ge´ne´ral est
observe´. De plus l’insert montre que lorsque C∗ diminue, la vitesse critique converge vers la vitesse critique
pre´dite par un mode`le 2D avec une loi en C∗0.15, a` la fois expe´rimentalement et nume´riquement.
2.3.2. Cas ge´ne´ral d’un drapeau dans un canal rectangulaire
Donnons a` pre´sent quelques re´sultats d’analyse de stabilite´ d’un drapeau de longueur finie dans un canal
rectangulaire quelconque. A` la diffe´rence des cas pre´ce´dents, nous n’avons ici acce`s a` la fonction g(k) que
sous une forme nume´rique en un nombre discret de valeurs de k. Il en est de meˆme pour sa transforme´e de
Fourier inverse G(x). Pour un jeu de parame`tres (C∗, D∗, H∗, U∗,M∗), la me´thode ne´cessite donc un nombre
conse´quent de calculs nume´riques : re´solution d’un proble`me de Helmholtz pour un grand nombre de valeurs
de k, transforme´e de Fourier inverse de g(k) pour un nombre suffisant de valeurs de x comprises entre −1 et 1,
calcul de diverses projections sur les modes de Galerkin et les polynoˆmes de Chebyshev, et enfin re´solution d’un
proble`me aux valeurs propres. Ces calculs deviennent assez couˆteux de`s lors que l’on souhaite explorer l’espace
des parame`tres.
Les figures 2.8a-c pre´sentent des courbes de stabilite´ dans le plan (M∗, U∗) lorsque H∗ varie, pour deux
valeurs de c diffe´rentes et D∗ = 0.2. On montre que lorsque H∗ devient grand la courbe de stabilite´ de la
pre´sente me´thode nume´rique converge vers la courbe de stabilite´ du mode`le 2Dd obtenue par Guo & Paidoussis
(2000). Cette convergence est d’autant plus rapide que c est petit, ce qui est cohe´rent avec les re´sultats de la
pre´ce´dente section, ou` nous avons montre´ que le confinement des parois late´rales fait tendre vers le proble`me
2D.
2.4. Bilan et perspectives
Dans ce chapitre a e´te´ re´sume´e une e´tude comple`te des proprie´te´s de stabilite´ d’une une plaque encastre´e-libre
mode´lise´e sous l’approximation d’Euler-Bernoulli dans un e´coulement potentiel et irrotationel de canal. Tout
d’abord, une e´tude comple`te de la re´action ae´rodynamique dans l’espace de Fourier a e´te´ pre´sente´e en rappelant
l’ensemble des re´sultats cas limites trouve´s dans la litte´rature. Cette re´action a e´te´ utilise´e pour re´aliser une
e´tude de stabilite´ locale. Le seuil de transition entre instabilite´ absolue et instabilite´ convective a e´te´ de´termine´
a` partir des re´sultats nume´riques de la re´action ae´rodynamique. Enfin des re´sultats de stabilite´ globale ont e´te´
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Figure 2.7.: Vitesse critique d’instabilite´ de flottement en fonction du parame`tre de confinement C∗. Plaque 1 : M∗ =
0.48, h = 0.16, (o), expe´rience ; (−−), mode`le 3Dc. Plaque 2 :M
∗ = 0.48, h = 0.2, (), expe´rience ; (−·−·),
mode`le 3Dc. Plaque 3 :M
∗ = 0.53, h = 0.43, (△), expe´rience ; (−−), mode`le 3Dc. Le mode`le 3D∞ est trace´
en lignes fines et la ligne pointille´e correspond au mode`le 2D∞ a` M
∗ = 0.5. Dans l’insert, la diffe´rence
entre la vitesse critique et celle donne´e par un mode`le 2D est trace´e en e´chelle logarithmique, mettant en













































Figure 2.8.: Courbes de stabilite´ marginale a` D∗ = 0.2 pour diffe´rentes valeurs de H∗, compare´es avec les re´sultats 2D
de Guo & Paidoussis (2000) ; (a), c=3 ; (b), c=0.001.
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pre´sente´s. Nous avons a` pre´sent un mode`le 3D complet donnant acce`s aux proprie´te´s de stabilite´ d’un drapeau
dans un canal rectangulaire. Les cas limites obtenus par ce mode`le sont en cohe´rence avec ceux trouve´s dans la
litte´rature et des expe´riences ont permis de valider la de´marche ge´ne´rale de mode´lisation.
Il a e´te´ montre´ que l’effet de blocage lie´ au confinement transversal (C) fait font converger les vitesses
critiques vers celles pre´dites par un mode`le 2D mais que cette convergence est tre`s lente, de sorte que la
mode´lisation 2D correspond a` des situations en pratique inaccessibles expe´rimentalement. De premiers re´sultats
sur le confinement late´ral (D) ont e´te´ pre´sente´s. Ceux-ci sont en cohe´rence avec les re´sultats nume´riques de
Guo & Paidoussis (2000) : aux grands rapports d’aspect et aux petites valeurs du confinement transversal, les
vitesses critiques sont proches de celles pre´dites par le mode`le 2Dd. Il ressort finalement de l’ensemble de ces
re´sultats que les seuls cas qui puissent eˆtre re´ellement correctement mode´lise´s par l’approximation 2D sont les
fils oscillants dans un e´coulement de film de savon (Zhang et al., 2000).
L’hypothe`se d’effets visqueux ne´gligeables qui a conduit a` conside´rer un e´coulement potentiel et irrotationel
me´rite a` pre´sent d’eˆtre discute´e dans le contexte des forts confinements. Pour le cas du confinement transversal,
on observe sur la figure 2.7 que la diminution de la vitesse critique lie´e au rapprochement de parois transversales
est visible a` partir de C∗ ∼ 10−2. Expe´rimentalement, des mesures de couche limite ont montre´ que c’est
pre´cise´ment a` ce moment-la` que les bords du drapeau pe´ne`trent la couche limite. On peut alors se demander si
ce phe´nome`ne a une influence sur les re´sultats expe´rimentaux et si le bon accord entre the´orie et expe´riences de
la figure 2.7 pourrait eˆtre du a` un autre phe´nome`ne que l’effet de blocage purement potentiel. On peut identifier
trois effets lie´s a` la pre´sence de viscosite´. Les deux premiers sont des effets purement visqueux. Tout d’abord,
la friction visqueuse peut stabiliser la plaque et donc augmenter la vitesse critique 3. Ensuite, a` cause de la
viscosite´, le jeu effectif entre la plaque et la paroi peut eˆtre plus petit, ce qui a pour effet de re´duire la vitesse
critique. Ces deux phe´nome`nes visqueux ont donc des effets oppose´s. Il est toutefois probable qu’ils aient une
influence ne´gligeable, car les effets visqueux de ce type sont surtout influents dans la direction de l’e´coulement,
mais pas dans la direction perpendiculaire a` l’e´coulement, dans laquelle s’effectue le mouvement de la plaque.
Enfin le troisie`me effet est la conse´quence de la diminution de la vitesse dans la direction axiale. Localement, a`
cet endroit les effets de´stabilisants de la raideur ajoute´e en u2 et d’amortissement ajoute´ de Coriolis en u sont
re´duits conse´cutivement a` la diminution de la vitesse locale, et donc induire une augmentation de la vitesse
critique. Cet effet explique peut-eˆtre la le´ge`re diffe´rence entre the´orie et expe´rience, qui semble plus importante
aux petits rapports d’aspect, pour lesquels la taille de la couche limite relative a` la largeur du drapeau est plus
importante.
Diverses pistes peuvent eˆtre suivies pour comple´ter ce travail. Nous en mentionnons ici quelques-unes.
– La validation expe´rimentale des re´sultats nume´riques dans le cas du canal complet (C∗, D∗ finis).
– Tout comme cela a e´te´ fait dans le cas du confinement C, l’analyse des effets de viscosite´ devrait eˆtre
effectue´e. Plusieurs travaux 2D ayant introduit un profil de couche limite dans la mode´lisation peuvent
servir de re´fe´rence (Lucey & Carpenter, 1992; Wiplier & Ehrenstein, 2000, 2001)
– La saturation non line´aire des instabilite´s a e´te´ caracte´rise´e dans les cas limites des corps e´lance´s ou 2D
(Yadykin et al., 2001; Eloy et al., 2012). Il conviendrait de faire un travail similaire dans le cas confine´.
– L’influence de l’amortissement sur les re´sultats pre´sente´s dans ce chapitre devrait eˆtre e´tudie´e. Ce point
sera pour partie aborde´ aux chapitres 3 et 6.
3. Il est a` noter que la viscosite´ peut aussi avoir un effet de´stabilisant, mais a` des valeurs de M∗ bien supe´rieures a` celles
explore´es expe´rimentalement. L’effet de´stabilisant lie´ aux amortissements sera aborde´ au chapitres 3 et 6.
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3. Stabilisation et de´stabilisation par
l’amortissement
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L’amortissement est la fonction d’un dispositif qui a but d’absorber les vibrations ou les oscillations d’un syste`me
me´canique. Il porte aussi le nom de dissipation, lorsqu’on l’associe au phe´nome`ne physique a` l’origine, la plupart
du temps une production d’e´nergie sous forme de chaleur. En vertu du second principe de la thermodynamique,
cette e´nergie ainsi dissipe´e ne peut eˆtre inte´gralement reconvertie en e´nergie me´canique. Un syste`me de´pourvu
d’amortissement est qualifie´ de conservatif, et dissipatif dans le cas contraire.
Une fois ces de´finitions triviales introduites, si la question “l’amortissement peut-il favoriser les instabilite´s ?”
nous e´tait pose´e, l’intuition nous inciterait bien-entendu a` re´pondre par la ne´gative. En effet, un syste`me
conservatif stable, devrait le rester si l’on y ajoute un syste`me qui absorbe les vibrations. Cependant, en 1952,
Hans Ziegler a publie´ un travail qui est devenu un classique a` la fois dans la communaute´ des me´caniciens
et des mathe´maticiens (Ziegler, 1952, 1953). Ziegler y re´alise une analyse de stabilite´ d’un pendule double a`
l’extre´mite´ duquel est exerce´e une force longitudinale, appele´e force suiveuse (figure 3.1). Il y met en e´vidence
un phe´nome`ne inattendu : non seulement le domaine de stabilite´ de ce syste`me change de fac¸on discontinue
lorsque l’amortissement visqueux passe de ze´ro a` une valeur infinite´simale, mais encore l’ajout d’amortissement
peut pour certaines valeurs des parame`tres avoir un effet de´stabilisant. Ce phe´nome`ne est depuis lors appele´
“paradoxe de Ziegler”. Motive´ par le re´sultat contre-intuitif de Ziegler, Bottema (1955, 1956) a de´crit de manie`re
exhaustive l’influence stabilisante ou de´stabilisante de l’amortissement sur un syste`me me´canique a` deux degre´s
de liberte´ plus ge´ne´ral. Il y de´crit les proprie´te´s que doivent pre´senter les matrices de masse, d’amortissement et
de raideur pour que la dissipation ait un effet de´stabilisant. Dans un re´cent article, Kirillov & Verhulst (2010)
de´crivent l’origine mathe´matique de la de´stabilisation en faisant appel aux travaux de Whitney (1943). Selon
Kirillov & Verhulst (2010), cette discontinuite´ a un lien avec l’existence de singularite´s dans les applications
d’une varie´te´ de dimension n vers un espace de dimension 2n − 1, telles que de´crites par Whitney dans un
contexte purement mathe´matique, inde´pendant de la pre´sente application aux effets de l’amortissement.
Le pendule double de´crit par Ziegler n’est toutefois pas le seul syste`me me´canique qui pre´sente ce compor-
tement surprenant de de´stabilisation par ajout d’amortissement. D’une manie`re ge´ne´rale, c’est l’ensemble des
syste`mes pre´sentant des termes gyroscopiques qui peuvent pre´senter cette singularite´. Nous pouvons citer entre
autres les syste`mes pre´sentant une re´sonance parame´trique (Arnold, 1983; Bolotin, 1963; Verhulst, 2009), les
machines tournantes (Ruijgrock et al., 1993), les syste`mes continus soumis a` une force suiveuse (Sugiyama &
Langthjem, 2007) et, bien-entendu, les syste`mes couplant une dynamique de structure a` un e´coulement. Dans
cette cate´gorie, nous pouvons mentionner les travaux de Lottati & Kornecki (1986), ou` est e´tudie´ l’effet d’un
amortissement visco-e´lastique de la structure sur les seuils d’instabilite´ d’un tuyau avec e´coulement interne
encastre´ en amont et libre en aval. Un effet de´stabilisant a e´te´ observe´ aux grands rapports de masse. Enfin, les
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Figure 3.1.: Figures originales de Ziegler (1952), extraites de l’article de Kirillov & Verhulst (2010). (a), vue
sche´matique d’un pendule double avec une force suiveuse d’amplitude P . (b), crite`re de stabilite´ P ∗k
en fonction du parame`tre d’amortissement b. Pk est le crite`re de stabilite´ sans amortissement. On observe
que lorsque b tend vers 0, P ∗k tend vers une valeur significativement infe´rieure a` Pk.
syste`mes ae´roe´lastiques discrets tels que les mode`les simplifie´s de profils d’aile en flexion torsion sont eux aussi
sujets au phe´nome`ne de de´stabilisation (Lee et al., 1997, 2005).
En meˆme temps que les mathe´maticiens et certains me´caniciens se penchaient sur les syste`mes discrets, des
effets de de´stabilisation par ajout d’amortissement ont e´te´ mis en e´vidence dans les proble`mes de physique ou
de me´canique ondulatoire. La communaute´ scientifique qui a e´te´ le plus toˆt confronte´e a` cette proble´matique
et qui a de´veloppe´ la plupart des outils the´oriques est la communaute´ de la physique des plasmas. C’est dans
cette communaute´ qu’a e´te´ introduite l’ide´e d’e´nergie ne´gative, qui a constitue´ un apport conside´rable dans
la discussion des instabilite´s (Briggs, 1964; Bekefi & Chang, 1969; Coppi et al., 1969; Rosenbluth et al., 1969;
Davidson, 1972; Nezlin, 1976). On en trouve des manifestations concre`tes dans les plasmas solaires (Joarder
et al., 1997).
Les dynamiciens des fluides n’ont pas tarde´ a` s’approprier tous ces concepts. C’est presque simultane´ment,
en e´tudiant la stabilite´ d’une couche limite au dessus d’une paroi souple, que Landahl (1962) a mis en e´vidence
un phe´nome`ne de de´stabilisation d’ondes neutres par ajout de viscosite´. En meˆme temps que les concepts
d’instabilite´s absolues et convectives ont e´te´ applique´s avec succe`s en me´canique des fluides pour de´crire les
instabilite´s des couches de me´lange (Huerre & Monkewitz, 1985, 1990), le concept d’e´nergie ne´gative a e´te´
introduit dans ce contexte (Cairns, 1979). C’est Cairns qui, a` la lumie`re des travaux en physique des plasmas
cite´s plus haut, a attribue´ le phe´nome`ne de de´stabilisation par ajout de viscosite´ a` l’existence d’ondes neutres
d’e´nergie ne´gative dans le milieu conservatif.
En interaction fluide-structure, la stabilite´ des ondes a aussi fait l’objet d’un nombre conse´quent de recherches
fondamentales. C’est a` Roth (1964) que nous devons le crite`re de stabilite´ du tuyau infini ou` une dissipation
visqueuse est prise en compte dans la mode´lisation. Ce crite`re n’a toutefois pas e´te´ rapproche´ du crite`re sans
amortissement. Les plaques et panneaux souples ont aussi beaucoup e´te´ e´tudie´s de ce point de vue. C’est
Benjamin (1963) qui a le premier e´tudie´ les proprie´te´s de stabilite´ des ondes de flexion se propageant dans
une paroi e´lastique en contact avec un e´coulement de fluide parfait. On lui doit la classification des ondes en
trois cate´gories (A,B ou C), qui distinguent leurs proprie´te´s de stabilite´ en l’absence d’amortissement et leur
re´action a` l’ajout d’amortissement. Les ondes de classe A sont des ondes temporellement instables. Les ondes
de classe B sont des ondes temporellement stables sans amortissement qui deviennent instables quand on ajoute
de l’amortissement. Les ondes de classe C sont des ondes inconditionnellement stables.
Ce type de milieu a par la suite e´te´ e´tudie´ plus avant. Notamment, les crite`res de transition absolu-convectif
ont e´te´ e´tablis (Brazier-Smith & Scott, 1984; Carpenter & Garrad, 1986; Crighton & Oswell, 1991). Peake
(2001, 2004) a e´tabli le lien entre les ondes d’e´nergie ne´gative, les crite`res de stabilite´ avec amortissement et la
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saturation non-line´aire des ondes instables. Wiplier & Ehrenstein (2000, 2001) et Carpenter & Garrad (1985)
ont e´tudie´ un e´coulement de couche limite plutoˆt qu’un e´coulement homoge`ne de fluide parfait. Enfin, Peake
(1997) a e´tudie´ ls structures de type coque.
Mettons l’accent sur les deux points suivants qui ressortent de ces e´tudes :
– La comparaison des travaux e´tudiant l’influence de l’amortissement sur la stabilite´ de structures e´lance´es
en e´coulement axial montre que bien que la physique de l’e´coulement ou les ge´ome´tries soient modifie´es,
les phe´nome`nes observe´s et les proprie´te´s de stabilite´ restent tre`s similaires du point de vue de la struc-
ture. Qu’il s’agisse d’un tuyau, d’un drapeau, d’une plaque ou d’une coque, qu’une couche limite soit prise
en conside´ration ou non, l’analyse globale conduit toujours a` l’identification d’une instabilite´ de flotte-
ment apre`s un certain seuil de vitesse d’e´coulement, et l’amortissement peut a` chaque fois avoir un effet
de´stabilisant. Lorsque le milieu est infini, une de´stabilisation d’ondes neutres d’e´nergie ne´gative est toujours
observe´e. De meˆme on montre que les instabilite´s absolues et convectives peuvent survenir dans certaines
gammes de parame`tres. En re´sume´, bien que le sens des parame`tres et les seuils diffe`rent, les phe´nome`nes
physiques demeurent similaires.
– En revanche, aucun des travaux mentionne´s plus haut n’e´tudie l’effet de l’amortissement conjointement du
point de vue local et du point de vue global, que ce soit en interaction fluide-structure ou dans un autre
domaine. Cela a e´te´ re´alise´ dans des cas conservatifs, comme le tuyau sur fondation e´lastique (Doare´ &
de Langre, 2002a, 2006) ou des e´coulements dans les arte`res (Stewart et al., 2009), mais on ne trouve pas
d’e´tude spe´cifique sur l’effet de l’amortissement.
Le travail pre´sente´ dans ce chapitre a donc pour but de re´aliser une e´tude conjointe des proprie´te´s locales et
globales d’un syste`me ge´ne´rique de structure e´lance´e en pre´sence d’un e´coulement axial. Le syste`me choisi est un
tuyau avec e´coulement interne soumis a` deux forces de raideur : une rigidite´ de flexion couple´e soit a` une raideur
de fondation e´lastique soit a` une raideur de tension. Les re´sultats de cette e´tude peuvent eˆtre conside´re´s comme
repre´sentatifs de ce qui peut eˆtre observe´ dans un grand nombre de syste`mes en interaction fluide-structure.
3.1. Position du proble`me











Figure 3.2.: Ge´ome´trie d’une section de
tuyau et notations.
Le tuyau auquel nous nous inte´ressons ici est de section circulaire de
rayon R0. La ge´ome´trie conside´re´e ici est sche´matise´e en figure 3.2.
Dans notre cas particulier, le domaine solide Ωs e´tant un anneau de
rayon interne R0, l’interface fluide-solide ∂Ω est un cercle de meˆme
rayon. Le solide est mode´lise´ comme une poutre d’Euler Bernoulli





La premie`re e´tape de mode´lisation consiste a` calculer les efforts
line´iques exerce´s par l’e´coulement sur la structure en utilisant le for-
malisme de´veloppe´ au chapitre 1.3. On utilise la longueur η = R0 et
le temps τ = R20
√ µ
D pour adimensionner le proble`me. Le proble`me
fluide a` re´soudre pour le potentiel des vitesses normalise´ dans l’es-
pace de Fourier ϕˆ est de´crit par les e´quations (1.39-1.41). La re´action
ae´rodynamique g(k) obtenue apre`s re´solution analytique de ce est la
fonction de Bessel modifie´e d’ordre 1 du premier type,
g(k) = I1(k). (3.2)
Supposons a` pre´sent que les longueurs d’ondes de de´formation du solide sont grandes devant R0. Cette approxi-
mation dite des corps e´lance´s revient a` conside´rer k petit de sorte que,
g(k) = k +O(k2). (3.3)
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Lorsque la fonction g de´pend line´airement de k, le calcul de la transforme´e de Fourier inverse de fˆ (e´quation

































Enfin, il convient d’ajouter les conditions aux limites (1.49) a` cette dernie`re e´quation si l’on conside`re un syste`me
de longueur finie.
















ou` µf = ρfπR
2
0. Cette e´quation, obtenue a` partir du formalisme ge´ne´ral de structure e´lance´e quelconque
de´veloppe´ au chapitre 1, est identique a` celle obtenue par des me´thodes diffe´rentes par d’autres auteurs
(Bourrie`res, 1939; Gregory & Pa¨ıdoussis, 1966; Pa¨ıdoussis, 1998).
De´taillons a` pre´sent les efforts de raideur et d’amortissement typiques qui vont eˆtre conside´re´s dans la suite.
Tout d’abord, deux types d’efforts de raideur vont eˆtre conside´re´s. Il s’agit d’une raideur de fondation e´lastique
et une raideur due a` une tension qui ont respectivement pour expression :




Ensuite, deux efforts de type amortissement vont eˆtre conside´re´s. L’amortissement visqueux et l’amortissement
visco-e´lastique ont respectivement pour expression :
A3 = C ∂W
∂T




Le premier ge´ne´ralement lie´ a` la pre´sence d’un fluide visqueux environnant, tandis que le second est lie´ aux
amortissements internes au mate´riau. Dans la suite, nous allons nous inte´resser a` l’effet de l’amortissement
(visqueux ou visco-e´lastique) sur trois configurations diffe´rentes :
Cas 1 : Le tuyau sans raideurs additionnelles (A1 = A2 = 0)
Cas 2 : Le tuyau sur fondation e´lastique (A2 = 0)
Cas 3 : Le tuyau avec tension (A1 = 0)
3.1.2. E´quations sans dimension
L’e´quation dynamique est adimensionne´e en utilisant comme longueur caracte´ristique un longueur base´e sur
deux forces pre´sentes dans le syste`me : la raideur en flexion, toujours pre´sente et une autre force en fonction du
cas e´tudie´ (re´action ae´rodynamique dans le cas 1, fondation e´lastique dans le cas 2, ou tension dans le cas 3).




























ou` i = R,S, T selon le cas conside´re´. Utilisant les variables et parame`tres sans dimension suivants,





































+ by = 0, (3.13)
avec (a, b, v) = (0, 0, 1) dans le cas 1, (0, 1, v) dans le cas 2 et (1, 0, v) dans le cas 3.
A` pre´sent que nous avons explicitement l’e´quation de propagation des ondes de flexion dans le milieu, que
nous connaissons les conditions aux limites, nous pouvons aborder l’e´tude de stabilite´ de ce syste`me en mettant
l’accent sur l’effet de l’amortissement. Dans un premier temps les proprie´te´s de stabilite´ locale sont e´tudie´es.





Du point de vue local, le proble`me ne de´pend ici que d’un parame`tre, le rapport de masse β. La relation de
dispersion du syste`me est,
k4 − ω2 + 2
√
βkω − k2 = 0. (3.14)





β + k2 − 1. (3.15)
Pour β ∈ [0, 1[ et k ∈ [0,√1− β], les pulsations ω± sont complexes conjugue´es, la pulsation de partie imaginaire
positive donnant lieu a` une onde temporellement amplifie´e. Pour k >
√
1− β, ω(k) ∈ R et nous avons affaire
a` des ondes neutres. Ainsi, le syste`me est localement instable pour β ∈ [0, 1[. Inversement, lorsque β ≥ 1, le
syste`me est localement stable. Il est a` noter toutefois que toute valeur de β en dehors de l’intervalle [0, 1] n’a pas
de sens physique dans la pre´sente application. Enfin, Kulikovskii & Shikina (1988) ont montre´ que la transition
entre instabilite´ absolue et convective a lieu pour β = 8/9.
Cas 2 et 3
Les figures 3.3a et c pre´sentent dans le plan (β, v) les proprie´te´s de stabilite´ locale du milieu dans le cas 1,
(a, b) = (0, 1) (tuyau sur fondation e´lastique) et le cas 2, (a, b) = (1, 0) (tuyau avec tension). Y apparaissent
diffe´rentes zones qui distinguent diffe´rents comportements des ondes se propageant dans le milieu.
– Cas “Stabilite´ avec ondes e´vanescentes” : Dans ce cas, l’approche temporelle permet de montrer que le
milieu est stable. En utilisant l’approche spatiale, on montre que lorsque le milieu est force´ ponctuellement
a` une fre´quence re´elle donne´e, des ondes spatialement e´vanescentes sont e´mises quelque soit la fre´quence.
Le milieu est dit e´vanescent.
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(a) (b)

































































Figure 3.3.: Diagramme de stabilite´ dans le plan (β, v) des ondes de flexion dans le tuyau sur fondation e´lastique (cas
1) (a,b) et le tuyau avec tension (cas 2) (c,d) ; (SN) ; ondes neutres dans l’intervalle statique ; (DN) ; ondes
neutres dans l’intervalle dynamique ; (a,c), sans amortissement ; (b,d), avec amortissement.
– Cas “Stabilite´ avec ondes neutres” : Ici aussi l’approche temporelle montre que le milieu est stable. En
revanche, l’approche spatiale permet de montrer que dans certaines gammes de fre´quences, les ondes e´mises
par un forc¸age harmonique sont toutes spatialement neutres. Si l’intervalle de fre´quence apparaˆıt a` la
fre´quence nulle, celui-ci est qualifie´ de statique, s’il apparaˆıt a` une fre´quence non-nulle, il est qualifie´ de
dynamique.
– Cas “convectivement instable” : Ce cas a e´te´ de´crit en section 1.3.2.
– Cas “absolument instable” : Ce cas a e´te´ de´crit en section 1.3.2.
Les diagrammes de stabilite´ du tuyau du fondation e´lastique et du tuyau avec tension sont tre`s similaires. La
seule diffe´rence se situe au niveau de l’intervalle dynamique, qui n’existe pas dans le cas du tuyau avec tension.
3.2.2. Notion d’e´nergie des ondes et ondes d’e´nergie ne´gative
Il est possible de pre´dire l’effet de l’amortissement sur les ondes neutres identifie´es plus haut en en calculant
l’e´nergie au sens de Cairns (1979). Conside´rons pour cela une onde qui porte une quantite´ me´canique w, de
pulsation ω, de nombre d’onde k et d’amplitude w0, de sorte que w = w0e
i(kx−ωt). On suppose qu’il existe dans
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le milieu des ondes ou` ω et k, lie´s par la relation de dispersion D(k, ω) = 0, sont re´els tous les deux. On a alors
affaire a` une onde dite neutre, ou marginalement stable 1. Supposons qu’il soit possible d’engendrer l’onde en
imposant une force entre t = −∞ et t = 0. Le travail de cette force est l’e´nergie recherche´e. Si ce travail est
ne´gatif, cela signifie qu’il a fallu soustraire de l’e´nergie au syste`me pour cre´er l’onde. Nous avons ainsi affaire a`
une onde d’e´nergie ne´gative. Dans un milieu particulier, les ondes a` l’interface entre deux fluides non-miscibles,






Conside´rons une onde neutre se propageant dans le milieu conservatif, de pulsation ω0 ∈ R et de nombre d’onde
k0 ∈ R, de sorte qu’ils satisfont la relation de dispersion du milieu sans amortissement,
D(ω0, k0) = 0. (3.17)
La relation de dispersion avec un amortissement visqueux s’e´crit alors,
D1(k, ω) = D(ω, k)− icω = 0, (3.18)
ou` c est le coefficient d’amortissement. La valeur perturbe´e de la pulsation lorsqu’un amortissement de faible







On en de´duit aise´ment la variation du taux de croissance conse´cutive a` l’ajout d’amortissement, soit la partie





La variation du taux de croissance est donc directement proportionnelle et de signe oppose´ a` l’e´nergie de
l’onde telle que de´finie en e´quation (3.16). Une onde d’e´nergie ne´gative est donc de´stabilise´e par l’ajout d’un
amortissement, tandis qu’une onde d’e´nergie positive sera stabilise´e. Lorsqu’un amortissement visco-e´lastique





ce qui nous conduit aux meˆmes conclusions.
3.2.3. Stabilite´ locale avec amortissement
Cas 1




β(k2 + β + 1 + k4 ± (1− β)k2)
2
, (3.22)
et E− pre´sente des valeurs ne´gatives pour k ∈]
√
1− β, 1[. Ainsi, alors qu’en l’absence d’amortissement il a e´te´
montre´ que l’intervalle de nombres d’onde instables est k ∈ [0,√1− β], il devient [0, 1] avec amortissement.
L’amortissement a e´largi l’intervalle de nombres d’onde instables.
1. Cairns (1979) soutient que l’extension du concept d’e´nergie aux ondes qui ne sont pas marginalement stables pose proble`me,
mais ne donne pas plus de de´tails sur cette assertion dans son article.
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Cas 2 et 3
Les diagrammes de stabilite´ locale avec amortissement sont donne´s en figure 3.3b et 3.3d pour le cas avec
fondation e´lastique et le cas avec tension respectivement. Un fait remarquable a` noter sur ces graphiques
est que les proprie´te´s de stabilite´ locale ne de´pendent ni du type d’amortissement qui est ajoute´, ni de son
amplitude. Ces diagrammes de stabilite´ sont beaucoup moins riches que ceux du cas conservatif, le milieu
e´tant soit stable avec ondes e´vanescentes, soit absolument instable. On observe de plus que la` ou` le milieu est
e´vanescent ou neutre dynamiquement sans amortissement, il devient stable avec amortissement. En revanche,
le cas statiquement neutre devient instable lorsque l’amortissement est ajoute´. Ces re´sultats sont tout a` fait
conformes aux pre´dictions que l’on peut faire a` partir du calcul de l’e´nergie des ondes discute´ a` la section
pre´ce´dente.
3.3. Instabilite´ globale
Un syste`me de longueur L avec les conditions aux limites (1.49) est a` pre´sent conside´re´. Dans sa version
adimensionne´e, le syste`me est de longueur l = L/ηi (i = R,S, T ). L’analyse de stabilite´ passe a` pre´sent par le
calcul des pulsations propres et modes propres. Les re´sultats pre´sente´s ici ont e´te´ obtenus a` l’aide de la me´thode
de Galerkin pre´sente´e au chapitre 1. En pratique, jusqu’a` 100 modes de Galerkin ont e´te´ utilise´s pour calculer
les valeurs propres du syste`me aux plus grandes longueurs.
Cas 1
Sans amortissement, le milieu est localement instable quelque soit β ∈ [0, 1[. La courbe de stabilite´ marginale
est trace´e en figure 3.6a (ligne bleue e´paisse). Cette courbe peut eˆtre vue comme la ligne de contour ou` le taux
de croissance maximal est nul. Au dessus, le syste`me est instable, en dessous, il est stable. On observe sur cette
figure que la limite de stabilite´ globale tend vers la limite locale lorsque l →∞, soit β = 1 (Doare´ & de Langre,
2006).
Lorsque de l’amortissement est ajoute´, le milieu est localement instable ∀β. Le syste`me de longueur finie
doit donc eˆtre instable ∀β aux grandes longueurs. C’est ce qui est observe´ sur la figure 3.6a ou` sont trace´es
les courbes de stabilite´ marginale du syste`me de longueur finie pour diffe´rentes valeurs de l’amortissement. Ces
courbes n’ont pas de limite asymptotique aux grandes valeurs de l, ce qui est lie´ au fait que le syste`me est
localement instable quel que soit β.
Nous proposons a` pre´sent d’e´tablir un crite`re simple permettant de pre´dire longueur critique d’instabilite´.
Conside´rons pour cela que la longueur caracte´ristique associe´e au de´formations du mode global instable est la
longueur l du syste`me (cf. figure 1.3). La longueur critique d’instabilite´ est alors la plus petite longueur d’onde
instable pre´dite par l’approche temporelle. L’application de ce crite`re donne :
l >
2π√
1− β sans amortissement, l > 2π avec amortissement. (3.23)
Ces crite`res approche´s sont trace´s en figure 3.6a et compare´s au crite`re de stabilite´ global obtenu par une me´thode
de Galerkin. Sans amortissement, la courbe de stabilite´ globale est approxime´e de manie`re satisfaisante par le
crite`re l0, tandis qu’elle tend progressivement vers le crite`re l1 a` mesure qu’on augmente l’amortissement. Pour
tester la pertinence de ces crite`res dans un cas similaire, la figure 3.6b utilise le meˆme raisonnement dans le cas
du drapeau encastre´-libre sous l’approximation 2D. Le meˆme comportement est observe´.
Cas 2 et 3
Sur la figure 3.5(a) sont trace´es les courbes de stabilite´ marginale du tuyau sur fondation e´lastique (cas
2) lorsque l’amortissement est absent. Aux faibles longueurs, le seuil d’instabilite´ globale est bien au dessus
des seuils locaux de transition. A` mesure que la longueur augmente, la courbe marginale de stabilite´ globale
tend vers un crite`re local : le crite`re d’existence d’ondes neutres dans l’intervalle dynamique. Ainsi, aux grandes





























Figure 3.4.: (a) Courbes de stabilite´ globale du tuyau avec e´coulement interne pour diffe´rentes valeurs du parame`tre
d’amortissement visqueux σ en traits fins ; σ = 0 en ligne pleine, σ = 10 en ligne hachure´e, σ = 100 en
ligne hachure´e-pointille´e, σ = 1000 en ligne pointille´e. Le trait plein e´pais indique le crite`re simplifie´ base´
sur les longueurs d’ondes instables sans amortissement, le trait plein hachure´ correspond au meˆme crite`re
avec amortissement. (b) Meˆme analyse effectue´e dans le cas du drapeau mode´lise´ a` l’aide de la technique
double sillage dans le cas 2D (cf. chapitre 2).
a e´te´ attribue´ a` des conditions aux limites sur-re´fle´chissantes dans la re´fe´rence (Doare´ & de Langre, 2002a).
Lorsque l’amortissement est ajoute´ au syste`me, cette fois, la courbe de stabilite´ globale tend vers un crite`re
local diffe´rent : le crite`re de stabilite´. Aux faibles valeurs de β, ce dernier crite`re pre´dit une valeur supe´rieure
a` celle du crite`re d’existence d’ondes neutres dynamiques, tandis que c’est l’inverse aux grands rapports de
masse. Ainsi, nous observons que le crite`re qui pilote l’instabilite´ globale aux grandes longueurs diffe`re lorsque
de l’amortissement est ajoute´. Le cas du tuyau avec tension, non pre´sente´ ici, donne des re´sultats similaires
(Doare´, 2010).
A` ce stade, nous pouvons dresser de premie`res conclusions. Tout d’abord, nous venons d’identifier un effet
de´stabilisant de l’amortissement aux grandes longueurs. Cet effet peut eˆtre explique´ par la de´stabilisation d’ondes
neutres d’e´nergie ne´gative. Se pose alors la question suivante : Puisque l’amortissement change a` ce point les
proprie´te´s de stabilite´ locale et globale, et puisque tout syste`me me´canique pre´sente de l’amortissement, quelle
est la pertinence d’une e´tude de stabilite´ du syste`me conservatif ?
Un premier e´le´ment de re´ponse peut eˆtre donne´ par l’observation du comportement de la courbe de stabilite´
globale aux longueurs interme´diaires en figure 3.5b. On s’aperc¸oit sur cette figure que pour les longueurs in-
terme´diaires, la courbe globale de stabilite´ s’approche du crite`re local sans dissipation, puis tend vers le crite`re
local de stabilite´ avec dissipation. De plus, la convergence vers le crite`re local semble d’autant plus rapide que
l’amortissement est important. Ce constat a inspire´ un raisonnement base´ sur les longueurs caracte´ristiques des
phe´nome`nes de raideurs et les phe´nome`nes dissipatifs. Les longueurs caracte´ristiques associe´es aux amortisse-












Dans le raisonnement qui suit, ηd fait re´fe´rence a` ησ ou ηα, selon l’amortissement conside´re´, de meˆme que ηi fait
re´fe´rence a` la longueur caracte´ristique du cas conside´re´ (sans raideur supple´mentaire, avec fondation e´lastique,
ou tension). Nous notons aussi ρ = ηd/ηi. Ce nombre est d’autant plus petit que l’amortissement est important.
Trois configurations diffe´rentes peuvent alors eˆtre envisage´es :
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(a) (b)




























Figure 3.5.: Courbes de stabilite´ globale du tuyau sur fondation e´lastique avec et sans amortissement (a et b resp.),
pour diffe´rentes valeurs de la longueur sans dimension l. La signification des re´gions colore´es est la meˆme
qu’en figure 3.3. Au dessus de ces courbes, le syste`me est instable par flottement. Lorsque la longueur
augmente, la courbe de stabilite´ tend vers le crite`re local d’ondes neures dans le cas (a) et vers le crite`re
local de stabilite´ dans le cas (b).
– Syste`me court : Si L < ηd et L < ηi, la stabilite´ globale ne peut eˆtre pre´dite par un crite`re local. En
variables sans dimension, ce crite`re s’e´crit l < 1 et l < ρ
– Syste`me long, tre`s dissipatif : Si L ≫ ηd, la stabilite´ globale est pre´dite par le crite`re local avec
dissipation. En variables sans dimensions : l ≫ ρ.
– Syste`me long, peu dissipatif : Si L ≫ ηi, et L < ηd la stabilite´ globale est pre´dite par le crite`re local
sans dissipation. En variables sans dimensions : l ≫ 1 et l < ρ.
Les quatre courbes repre´sente´es en figure 3.6 illustrent ce crite`re dans quatre cas typiques. Lorsque ρ est
suffisamment grand, on observe bien que la courbe globale de stabilite´ tend tout d’abord vers le crite`re local
conservatif. Pour l ∼ ρ, le crite`re global quitte la valeur pre´dite par le crite`re local conservatif et tend vers le
crite`re local dissipatif.
3.4. Bilan et perspectives
Une e´tude de l’effet de l’amortissement sur les proprie´te´s de stabilite´ locales et globales du tuyau avec e´cou-
lement interne a e´te´ pre´sente´e. Nous avons montre´ que les ondes d’e´nergie ne´gative sont toujours a` l’origine de
la de´stabilisation du syste`me de longueur finie. Nous avons pre´sente´ quelques crite`res base´s sur les longueurs
caracte´ristiques des ondes instables dans le milieu permettent d’obtenir des crite`res simples, qui e´vitent de longs
calculs nume´riques.
L’analyse de stabilite´ du tuyau simple (Cas 1) de´montre le roˆle clef du terme gyroscopique (terme en facteur
de
√
β de l’e´quation 3.13). En effet, en l’absence d’amortissement, plus β est grand, plus l’intervalle de nombres
d’onde instables est petit, jusqu’a` disparaˆıtre pour β = 1. Le terme gyroscopique est donc stabilisant. Mais
les ondes ainsi stabilise´es sont alors des ondes d’e´nergie ne´gative. Ainsi, lorsque l’amortissement est ajoute´,
l’intervalle de nombre de´stabilise´es redevient le meˆme que celui a` β = 0. Ainsi, la pre´sence du terme gyroscopique
stabilise le syste`me et cet effet est annule´ par l’ajout d’amortissement.
Sur le plan des perspectives, plusieurs aspects comple´mentaires peuvent eˆtre envisage´s :
– Nous avons conclu le bilan de ce chapitre en affirmant que les ondes d’e´nergie ne´gative sont toujours a`
l’origine de la de´stabilisation par amortissement du syste`me de longueur finie. Or, l’analyse de Sugiyama
& Langthjem (2007), qui s’inte´resse a` un poutre soumise a` une force suiveuse, n’a besoin que de bilans
d’e´nergie aux bords du domaine pour pre´dire un effet de´stabilisant de l’amortissement, inde´pendamment
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(a) (b)

















































Figure 3.6.: Vitesse critique d’instabilite´ de flottement en fonction de la longueur, pour diffe´rents cas et diffe´rentes
valeurs de ρ ; (a), cas 1 avec amortissement visqueux et β = 0.01 ; (b), cas 1 avec amortissement visqueux
et β = 0.5 ; (c) cas 1 avec amortissement visco-e´lastique et β = 0.5 ; (d) cas 2 avec amortissement visqueux
et β = 0.5. La longueur a` partir de laquelle la vitesse critique d’instabilite´ quitte l’asymptote pre´dite par
le crite`re conservatif pour rejoindre le crite`re dissipatif est toujours approximativement e´gale a` ρ.
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de conside´ration sur la propagation des ondes. Les roˆles respectifs des propagations et re´flexions d’ondes
ne sont donc toujours pas clairement de´finis et un travail mathe´matique spe´cifique devrait eˆtre re´alise´ sur
ce point.
– Il conviendrait de mettre en e´vidence expe´rimentalement un phe´nome`ne de de´stabilisation par amortisse-
ment.
– D’autres phe´nome`nes dissipatifs pourraient eˆtre e´tudie´s. Ce point sera aborde´ au chapitre 6 lorsque nous in-
troduirons l’amortissement induit par la re´cupe´ration d’e´nergie du flottement de structures pie´zoe´lectriques.
– L’e´tude de la saturation non line´aire des ondes et modes de´stabilise´es par l’amortissement serait a` re´aliser.
On peut s’inspirer sur ce point du travail de Peake (2004), qui montre que la saturation non line´aire des
ondes d’e´nergie ne´gatives de´stabilise´es par l’amortissement re´sultent en une instabilite´ de divergence.
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4. Influence du de´collement sur l’instabilite´ a`
l’origine de la vibration des cordes vocales
Re´fe´rences :
– Sidlof, Lune´ville, Chambeyron, Doare´, Chaigne, & Horacek (2010), Finite Element Modeling of Airflow
During Phonation, Applied and Computational Mechanics, 4, 121-132.
– Sˇidlof, Doare´, Cadot, & Chaigne (2011), Measurement of flow separation in a human vocal folds model,
Experiments in Fluids, 51(1), 123-136.
4.1. introduction
Les cordes vocales sont deux tissus syme´triques situe´s dans la trache´e qui sous certaines conditions de pression,
de vitesse de l’e´coulement et de tension des muscles internes, peuvent entrer en auto-oscillation. Ce phe´nome`ne
engendre des ondes acoustiques et constitue le moteur de la voix parle´e ou chante´e. La fre´quence de cette
oscillation de´termine la hauteur de la voix ou hauteur de note dans le cas de la voix chante´e. Le timbre, au sens
phone´tique du terme, est controˆle´ par la ge´ome´trie de l’ensemble du conduit vocal (trache´e, langue, bouche) qui
agit comme un filtre pour le son produit par les cordes vocales.
La compre´hension du comportement des cordes vocales et son interaction avec le champ de pression acoustique
est cruciale dans de nombreuses applications biome´dicales ou bien encore pour de´velopper des algorithmes de
synthe`se vocale re´alistes et performants. Elle repose notamment sur une bonne connaissance de l’ae´rodynamique
dans le larhynx. Pour une donne´e du diffe´rentiel de pression entre les poumons et l’atmosphe`re, la pre´diction du
me´canisme d’auto-oscillation ne´cessite la donne´e de la distribution de pression a` l’interface entre l’e´coulement
et les tissus des cordes vocales. A` des valeurs du nombre de Reynolds suffisamment e´leve´es et en l’absence
de tout de´collement, les re´sultats the´oriques obtenus dans le cadre de la the´orie potentielle pourraient eˆtre
directement re´utilise´s, pourvu que l’on ait connaissance de la configuration d’e´quilibre de base du syste`me
fluide-solide (e´coulement de base et position d’e´quilibre des cordes vocales). Cependant, la ge´ome´trie du conduit
est bien diffe´rente des corps e´lance´s aborde´s dans les deux pre´ce´dents chapitres, et un de´collement se produit
toujours, empeˆchant une application directe de la the´orie des e´coulements potentiels. La figure 4.2 donne une
repre´sentation sche´matique du laryhnx humain, qui peut eˆtre vu comme une tuye`re dont la taille du col est
variable. Dans la partie amont, le canal est convergent et de part la conservation du de´bit, le fluide est acce´le´re´.
En aval, un de´collement s’ope`re, et un jet se forme.
Les travaux pionniers de Pelorson et al. (1994) ont permis de fixer les principes et me´thodes qui sont a` la base
de la plupart des recherches qui ont suivi. Il s’agit de conside´rer que l’on a affaire a` un e´coulement potentiel
dans toute la re´gion en amont du de´collement, de rajouter e´ventuellement des effets visqueux effets de masse
ajoute´e du fluide comme des correctifs et d’utiliser un mode`le simple quasi-statique pre´disant la position du
point de de´collement en fonction de l’ouverture, valide´ expe´rimentalement. Ces travaux et d’autres qui ont
suivi ont montre´ que la connaissance de la position du point de se´paration, meˆme empirique, est cruciale pour
la pre´diction des seuils, fre´quences et amplitudes d’oscillation des cordes vocales (Krane & Wei, 2006; Zhang,
2008).
Bien que la se´paration des e´coulements ait e´te´ beaucoup e´tudie´e, nous n’avons de crite`res utiles que pour des
cas simples. Par exemple, nous devons a` Fox & Kline (1962), la caracte´risation du de´collement dans un coˆne en
expansion. Pour des ge´ome´tries plus complique´es comme les cordes vocales, il n’existe pas de crite`re ge´ne´rique
permettant de pre´dire la position du point de se´paration. En effet, elle de´pend de nombreux parame`tres tels
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Figure 4.1.: Vue sche´matique du jet en sortie des cordes vocales.
que l’interaction du jet avec les structures turbulentes en aval, la forme et la position des cordes vocales ou les
proprie´te´s de la couche limite en amont.
Dans les mode`les phe´nome´nologiques les plus simples de´veloppe´s jusqu’ici, la position de ce point de de´collement
est suppose´e fixe (Story & Titze, 1995; Hora´cˇek et al., 2005; Zanartu et al., 2007; Zhang et al., 2007) ou mobile




ou` Amin est la section minimale, A la section a` laquelle apparaˆıt le de´collement et FSC une constante fixe´e,
appele´e constante de se´paration de l’e´coulement. La valeur de FSC effectivement utilise´e de´pend des auteurs.
Elle est par exemple de 1.1 pour le mode`le de Lucero (1998), de 1.2 pour Pelorson et al. (1994) et Deverge et al.
(2003). Decker & Thomson (2007) ont utilise´ les valeurs 1.2 et 1.47.
En effectuant des simulations avec une ge´ome´trie variable, mais statique par rapport a` l’e´coulement, Cisonni
et al. (2008) observent que la constante FSC est a` peu pre`s constante et vaut 1.08 lorsqu’un e´coulement amont
de type Poiseuille est conside´re´, ou varie entre 1.02 et 1.07 lorsqu’un mode`le de type Bernoulli est utilise´.
L’hypothe`se d’une constante de se´paration de l’e´coulement constante est toutefois sujette a` controverse.
En mode´lisant les e´quations de Navier-Stokes a` l’aide d’une me´thode base´e sur la dynamique de la vorti-
cite´ 1,Hofmans et al. (2003) pre´disent une valeur de 1.2 pour une glotte e´troite et une valeur comprise entre 1.4
et 1.6 pour des cordes vocales grandes ouvertes. L’e´tude nume´rique Van Hirtum et al. (2005) conduit a` une
valeur comprise entre 1.2 et 1.75, tandis que celle de Alipour & Scherer (2004) aboutit a` un domaine de valeurs
plus large, FSC ∈ [1.1, 1.9]. Toutes ces simulations nume´riques ont e´te´ re´alise´es dans des configurations quasi-
statiques, c’est a` dire avec un solide immobile. Cette hypothe`se me´rite d’eˆtre discute´e au regard des vitesses
caracte´ristiques dans une corde vocale typique : de 1 a` 10 m/s pour le fluide et jusqu’a` 1 m/s pour le solide.
L’ordre de grandeur de l’interface fluide-solide ne peut donc eˆtre ne´glige´e face a` la vitesse de l’e´coulement. Dans
ces conditions, nous avons affaire a` un couplage fort (de Langre, 2002b) et la dynamique du solide ne peut
eˆtre ne´glige´e lorsqu’on souhaite re´soudre la dynamique du fluide. Re´cemment, Sciamarella & le Que´re´ (2008)
ont e´tudie´ l’e´coulement en aval de cordes vocales rigides oscillantes et trouvent une valeur de la constante de
se´paration comprise entre 1.0 et 1.3. Enfin, mentionnons le travail nume´rique de Thomson et al. (2005), qui
est l’un des seuls s’e´tant attele´ a` la re´solution du couplage fluide-structure complet de ce proble`me, tout en
comparant avec des re´sultats expe´rimentaux. Il n’est toutefois pas fait d’e´tude sur la constante de se´paration
dans ce travail.
1. Vortex blobs method (Anderson, 1986)
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Figure 4.2.: Vue sche´matique du montage expe´rimental et principales dimensions.
Parmi les e´tudes expe´rimentales que l’on trouve dans la litte´rature, celles ne faisant pas appel a` la ve´locime´trie
par images de particules (PIV) n’ont pas une re´solution suffisante pour permettre de capturer la position du
de´collement (Barney et al., 1999; Scherer et al., 2001; Alipour & Scherer, 2006). Les e´tudes expe´rimentales
utilisant la PIV les plus notables sont celle de Neubauer et al. (2007), qui fournissent un comportement qualitatif
de la position du de´collement, celle de Becker et al. (2009) qui de´montre l’existence d’un effet Coanda et celle
de Erath & Plesniak (2010) sur le caracte`re asyme´trique de l’e´coulement dans la glotte.
Pour autant, l’observation expe´rimentale et quantitative de la position de la ligne de de´collement donnant
naissance au jet glottique restait a` re´aliser, ce qui a motive´ le travail expe´rimental a` l’UME de la the`se de
Petr Sidlof, pre´sente´ dans ce chapitre. Ainsi, l’objectif premier de ce travail e´tait d’obtenir une caracte´risation
expe´rimentale de l’e´coulement instationnaire environnant les cordes vocales en re´gime de phonation. Le choix
s’est porte´ sur une maquette de cordes vocales de dimensions environ quatre fois supe´rieures aux cordes vocales
humaines pour faciliter l’observation de la position du point de de´collement et du jet se formant en aval.
La suite de ce chapitre est divise´e en trois courtes sections : une description du dispositif expe´rimental, une
pre´sentation de quelques re´sultats principaux et une discussion.
4.2. Dispositif expe´rimental
La figure 4.2 pre´sente une vue sche´matique du montage expe´rimental re´alise´ a` l’UME. Sur cette figure, l’e´cou-
lement va de la gauche vers la droite. Il est engendre´ par une turbine situe´e a` l’amont. L’e´coulement passe
d’abord dans une conduite circulaire de grande longueur ou` se trouve un de´bitme`tre a` ultrasons. La section
utile du dispositif expe´rimental est rectangulaire, de hauteur 4cm et profondeur 10cm. Les mesures de vitesses
sont effectue´es en position me´diane. Dans le mode`le de cordes vocales choisi, une seule des deux est mobile,
tandis que l’autre est fixe. C’est un jeu de quatre ressorts a` lamelles qui assure la souplesse a` la corde vocale
mobile en latex et lui confe`re deux degre´s de liberte´ en translation verticalement et en rotation autour d’un axe
perpendiculaire a` l’e´coulement. Un nombre important de capteurs de pression est dispose´ autour de la veine et
deux acce´le´rome`tres permettent de recueillir la donne´e du mouvement de la corde vocale mobile en translation
et en rotation. Le signal renvoye´ par les acce´le´rome`tres est utilise´ pour piloter le de´clenchement du laser et de la
came´ra du syste`me de PIV. Une le´ge`re de´synchronisation est impose´e au syste`me de PIV de sorte qu’au cours
de 40 pe´riodes d’oscillations, 40 images sont enregistre´es a` des phases diffe´rentes, couvrant ainsi l’ensemble du
mouvement pe´riodique des cordes vocales. Ce dispositif expe´rimental permet ainsi de recueillir diffe´rents signaux
de pression en amont et en aval de l’e´coulement, le de´placement du solide mobile en flexion et en torsion ainsi
que le champ de vitesse en aval au cours du mouvement pe´riodique.
Les principaux parame`tres et nombres sans dimension du proble`me sont donne´es dans le tableau de la figure
4.3 dans un larhynx re´el et dans le mode`le re´alise´ a` l’UME. En particulier les plages de nombres de Reynolds
et de nombres de Strouhal explore´es avec le dispositif expe´rimental sont comprises dans les plages du cas re´el.
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Figure 4.3.: Principaux parame`tres et nombres sans dimension d’un larhynx re´el et du mode`le expe´rimental. U0 est la
vitesse a` l’amont, L est la longueur des cordes vocales, H0 la hauteur du canal, f la pe´riode d’oscillation,
∆p le saut de pression, Re et St les nombres de Reynolds et de Strouhal.
Figure 4.4.: Image de particules pour un e´coulement typique en sortie des cordes vocales.
4.3. Re´sultats expe´rimentaux
La figure 4.6 pre´sente une image typique recueillie par la came´ra en haut et un champ de vitesse recons-
truit a` partir de deux images successives en bas. Les particules dispose´es dans l’e´coulement laissent clairement
apparaˆıtre le jet glottique. Deux lignes blanches ont e´te´ trace´es pour le mettre en e´vidence. En dessous est
repre´sente´ le champ de vitesse reconstruit a` partir de cette image et une autre image conse´cutive. On remarque
aussi clairement une dissyme´trie de l’e´coulement. Cette dissyme´trie a de´ja` e´te´ observe´e dans d’autres travaux
expe´rimentaux ou` les deux cordes vocales e´taient immobiles et ne peut donc eˆtre attribue´e a` la dissyme´trie
intrinse`que engendre´e par la corde vocale supe´rieure immobile. Une telle dissyme´trie implique par ailleurs que
la section la plus e´troite n’est plus ne´cessairement perpendiculaire a` l’e´coulement. Pour en tenir compte, nous








avec d la distance minimale entre les deux cordes vocales et wL et wR les distances entre l’axe perpendiculaire
a` la section minimale et les points de de´collement gauche et droit respectivement.
La figure 4.6 pre´sente l’e´volution des deux constantes de se´paration en fonction du temps au cours d’un cycle.
48
4.4. Conclusion
Figure 4.5.: Image de particules pour un e´coulement typique en sortie des cordes vocales et de´finition des parame`tres
ge´ome´triques de´crivant le de´collement du jet.
Figure 4.6.: Image de particules pour un e´coulement typique en sortie des cordes vocales.
Les donne´es correspondant a` trois cycles diffe´rents sont superpose´s afin de mettre en e´vidence la re´pe´tabilite´ des
re´sultats. La largeur de l’interstice entre les cordes vocales est elle aussi trace´e. Dans l’expe´rience pre´sente´e sur
cette figure, il y a fermeture comple`te de l’orifice durant a` peu pre`s le quart de la pe´riode totale d’oscillation.
Pendant toute la phase de fermeture, on ne peut e´videmment de´finir une constante de se´paration. Lorsque
l’orifice est ouvert, on distingue clairement deux re´gimes. Un des re´gimes correspond aux grandes ouvertures,
ou` les valeurs de FSCL et FSCR sont de l’ordre de 1 et 1.2 respectivement, ce qui est en bon accord avec
les pre´ce´dentes e´tudes. Par contre, lorsque l’orifice est tre`s petit, en phase d’ouverture ou de fermeture, les
constantes de se´paration peuvent devenir assez importantes.
4.4. Conclusion
La campagne expe´rimentale mene´e a` l’ENSTA sur l’ae´rodynamique des cordes vocales a permis d’obtenir un
jeu de donne´es ine´dit et utile pour le de´veloppement de mode`les the´oriques. Nous quantifie´, dans un re´gime
dissyme´trique e´tabli, l’e´volution spatiotemporelle du de´collement de l’e´coulement en aval des cordes vocales. Les
re´sultats expe´rimentaux permettent d’avancer dans la compre´hension de la physique du jet glottique et fournit
un jeu de donne´es qui peut s’ave´rer utile a` l’enrichissement des mode`les.
Dans les mode`les simplifie´s base´s sur les e´quations d’Euler ou` l’on prend en compte un de´collement, la position
du de´collement est conside´re´e constante par rapport a` la section minimale. Cela implique que l’on conside`re que
l’e´coulement syme´trique de´colle au meˆme endroit de chaque coˆte´. Dans le pre´sent travail, la distinction entre
les points de de´collement de l’e´coulement sur chaque corde vocale a e´te´ introduite, au travers des coefficients
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FSCL et FSCR. Les re´sultats expe´rimentaux obtenus montrent que l’utilisation d’une constante de se´paration
syme´trique et comprise entre 1.1 et 1.5 est tout a` fait pertinente sur l’essentiel de la pe´riode d’oscillation,
lorsque les cordes vocales ne sont pas trop proches. Lorsqu’elles sont presque ferme´es, les valeurs mesure´es
de FSC montrent que l’un des deux coefficients augmente de manie`re significative, ce qui indique que le jet
de´colle bien plus en aval sur la corde vocale correspondante. Ceci est consistant avec les re´sultats de Neubauer
et al. (2007), qui ont observe´ qu’au de´but de la phase d’ouverture, le jet s’attache a` l’une des cordes vocales
et est fortement courbe´. Si les cordes vocales sont parfaitement syme´triques, nous avons affaire a` une situation
bistable ou` le jet peut s’incurver des deux coˆte´s. Expe´rimentalement, une petite dissyme´trie suffit a` favoriser
l’attachement du jet d’un seul coˆte´. Ce type de comportement a aussi e´te´ observe´ par Erath & Plesniak (2010),




Comportement dynamique de structures
actives : application au controˆle vibratoire





On parle de mate´riau actif, ou mate´riau intelligent, lorsque s’ope`re en son sein un couplage entre
les champs me´caniques et d’autres champs tels que les champs e´lectrique, magne´tique, thermique,
chimique ou optique. Au travers de ce couplage, ces mate´riaux sont capables de modifier leur champ
e´lectrique, leur champ magne´tique, leur champ de tempe´rature, leurs proprie´te´s chimiques ou op-
tiques en re´ponse a` un stimulus me´canique et peuvent, de manie`re syme´trique, se de´former ou
modifier leurs proprie´te´s rhe´ologiques en re´ponse a` un de ces champs. Voici quelques mate´riaux
typiques et le type de champ qui s’y trouve couple´ aux champs me´caniques (Tzou et al., 2004) :
– Mate´riaux magne´tostrictifs (champ magne´tique)
– Mate´riaux pie´zoe´lectriques (champ e´lectrique)
– Alliages a` me´moire de forme (phase cristalline et champ thermique)
– Fluides magne´torhe´ologiques (champ magne´tique)
– Polyme`res e´lectroactifs (champ e´lectrique)
– Mate´riaux e´lectrostrictifs (champ e´lectrique)
– Mate´riaux photostrictifs (champ optique)
Dans les travaux de recherche pre´sente´s dans ce manuscrit, nous abordons les mate´riaux pie´zoe´lectriques
et les alliages a` me´moire de forme. Nous pre´sentons ici brie`vement les principes physiques qui
re´gissent le comportement de ces deux mate´riaux.
La pie´zoe´lectricite´
La pie´zoe´lectricite´ est une proprie´te´ e´lectrome´canique que posse`dent certains solides, ge´ne´ralement des cristaux,
dans lesquels le champ de de´formation est couple´ au champ e´lectrique. Nous devons la premie`re de´monstration
expe´rimentale de l’effet pie´zoe´lectrique et son lien avec la structure cristalline du mate´riau a` Pierre et Jacques
Curie (Curie & Curie, 1880). Il fut de´montre´ que lorsque ces mate´riaux subissent une de´formation, une charge
e´lectrique peut eˆtre engendre´e : c’est l’effet pie´zoe´lectrique direct. Inversement, lorsqu’un champ e´lectrique
est applique´, ces mate´riaux peuvent se de´former. Ce dernier effet est appele´ effet pie´zoe´lectrique inverse. Un
sche´ma de l’expe´rience des fre`res Curie est reproduit en figure 4.7. La de´couverte des fre`res Curie a ouvert
un vaste champ d’applications. On retrouve des objets usuels tirant profit de l’effet pie´zoe´lectrique dans tous
les foyers et dans tous les domaines industriels. Ce sont les quartz, ces petites pie`ces e´lectroniques compose´es
d’un mate´riau pie´zoe´lectrique fonctionnant comme un oscillateur me´canique, qui donnent le tempo a` tous nos
circuits e´lectroniques. De nombreux capteurs dynamiques utilisent ce principe (capteurs de force, acce´le´rome`tres,
certains microphones...). Les applications de controˆle actif de structures faisant appel a` l’effet pie´zoe´lectrique sont
nombreuses, dans tous les domaines industriels, comme en te´moigne l’importante litte´rature scientifique, que
plusieurs ouvrages tentent de re´sumer (Rogacheva, 1994; Fuller et al., 1996; Jalili, 2010). Ainsi, c’est l’ensemble
de notre industrie et l’ensemble de notre vie courante qui sont de´pendants de l’effet pie´zoe´lectrique.
La figure 4.8 illustre plus pre´cise´ment l’effet dont nous tirons profit dans les travaux pre´sente´s ici. En fi-
gures 4.8a et 4.8b sont respectivement repre´sente´es les configurations non de´forme´e et de´forme´e d’un cristal
pie´zoe´lectrique typique. Lorsque le solide est a` l’e´quilibre, le centre des charges positives est confondu avec le
centre des charges ne´gatives, de sorte que le champ e´lectrique est nul. Lorsque le solide est de´forme´, les centres
des charges positives et ne´gatives se de´placent et un champ e´lectrique est produit dans le mate´riau, perpen-
diculairement au champ de de´formation. Le pre´sent me´canisme met donc en jeu un couplage entre un champ
de compression/e´tirement selon le vecteur unitaire e1 et un champ e´lectrique selon une direction perpendicu-
laire e3. Cet effet est typiquement utilise´ dans des applications de controˆle de plaques ou de poutres. En figure
4.8c est repre´sente´ un e´le´ment de poutre en flexion sur lequel sont colle´s deux patchs pie´zoe´lectriques de sorte
que leur polarite´s respectives sont inverse´es. C’est a` dire que le cristal de la face supe´rieure est retourne´ a` 180˚
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Figure 4.8.: Repre´sentation sche´matique d’un cristal pie´zoe´lectrique en configuration non-de´forme´e, a` l’e´quilibre (a) et
lorsqu’un champ de de´formation est impose´ (b). Lorsque l’e´le´ment du cristal se de´forme, le de´calage des
centres des charges positives et ne´gatives cre´e´ un dipoˆle, qui induit un champ e´lectrique ; (c), de´formation
de flexion d’un e´le´ment de poutre sur lequel sont colle´s deux patchs pie´zoe´lectriques de polarite´s oppose´es.
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par rapport au sche´ma de la figure 4.8b. Lorsque la poutre subit une de´formation de flexion, le patch du dessus
est e´tire´, tandis que celui du dessous est comprime´. Si les faces inte´rieures de chaque patch pie´zoe´lectrique sont
connecte´es entre elles, on peut mesurer une tension entre les faces exte´rieures proportionnelle a` la de´formation
de flexion.
Nous utiliserons cet effet dans deux applications. Au chapitre 5, nous utiliserons ce principe pour controˆler
la dynamique d’une plaque circulaire encastre´e utilise´e comme un haut-parleur. Au chapitre 6, nous tirerons
profit de l’effet pie´zoe´lectrique direct pour convertir l’e´nergie cine´tique d’un e´coulement en e´nergie e´lectrique a`
partir du flottement de plaques minces dans un e´coulement axial.
Les alliages a` me´moire de forme
Les alliages a` me´moire de forme sont des alliages qui posse`dent des proprie´te´s me´caniques particulie`res, cause´es
par un changement de phase entre deux e´tats solides : l’auste´nite, qui est stable a` haute tempe´rature, et
la martensite qui est une phase pre´sente a` basse tempe´rature. Les changements de phase sont engendre´s
soit par des variations de tempe´rature (e´chauffements/refroidissements), soit par des de´formations (charge-
ments/de´chargements). D’un point de vue microscopique, les phases martensitiques et auste´nitiques sont deux
structures cristallographiques de l’alliage. Elles doivent leurs noms respectifs a` Adolf Martens et William Chand-
ler Roberts-Austen, deux ce´le`bres me´tallurgistes du XIXe sie`cle.
La figure 4.9a pre´sente un diagramme de phase dans le plan (tempe´rature, contrainte) des mate´riaux a` me´moire
de forme conside´re´ dans de nombreux travaux de recherche. On y distingue 3 phases diffe´rentes : deux phases
martensitiques stables a` basse tempe´rature, et une phase auste´nitique stable a` haute tempe´rature. La transition
entre ces phases s’ope`re au sein des zones bleues. Les transitions directe et inverse entre la phase auste´nitique et
la phase martinsitique ont lieu a` des valeurs diffe´rentes de contrainte. Ces diffe´rences de valeurs seuil engendrent
des hyste´re´sis dans les relations (tempe´rature, de´formation) et (de´formation, contrainte) illustre´es sur les figures
4.9b et c.
Sur la premie`re figure est pre´sente´ l’hyste´re´sis thermique survenant lorsque le mate´riau subit une augmentation







les tempe´ratures seuil a` contrainte nulle de fin de transformation martensitique, de de´but de transformation
martensitique, de de´but de transformation auste´nitique et de fin de transformation auste´nitique.
Sur la figure 4.9c est illustre´ l’effet qui va nous inte´resser plus particulie`rement au cours du chapitre 7. Ce
comportement me´canique est nomme´ pseudoe´lastique. Lorsque le mate´riau commence a` subir un chargement, il
est dans une phase purement auste´nitique et a un module d’Young e´gal a` Ea. A` partir d’une contrainte seuil
σms, la transformation de phase de´bute. Durant le changement de phase, le mate´riau pre´sente une raideur plus
faible. Le processus s’arreˆte quand l’ensemble du mate´riau est dans sa phase martensitique, de raideur Em.
Lorsque l’on relaˆche la contrainte, la transformation inverse survient a` une valeur σas infe´rieure a` σmf . La
contrainte de fin de transformation inverse est note´e σaf . La boucle d’hyste´re´sis a pour conse´quence directe
une dissipation d’e´nergie e´gale a` l’aire de la boucle. Cette caracte´ristique fait de ces alliages de bon candidats
pour la re´duction passive des vibrations de structures. C’est ce type d’application qui a motive´ les travaux de
recherche sur les oscillations me´caniques en pre´sence de raideurs pseudoe´lastiques du chapitre 7.
La partie II de ce manuscrit est donc compose´e de trois chapitres. Dans les deux premiers, le phe´nome`ne
pie´zoe´lectrique sera mis a` profit dans des applications de controˆle vibratoire et de re´cupe´ration d’e´nergie du
flottement de structures minces. Dans le troisie`me, nous e´tudierons l’effet d’un comportement pseudoe´lastique
sur les oscillations me´caniques de structures force´es.
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Figure 4.9.: (a), diagramme de phases typique d’un mate´riau a` me´moire de forme dans le plan
(Tempe´rature,Contrainte), tire´ de Zaki (2006) ; (b) hyste´re´sis thermique survenant lorsque le mate´riau
subit un cycle d’e´chauffement/refroidissement a` contrainte nulle ; (c), hyste´re´sis me´canique lorsque le
mate´riau subit un cycle chargement/de´chargement a` tempe´rature constante supe´rieure a` A0f .
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5. Dynamique des structures pie´zoe´lectriques :
application au controˆle du rayonnement de
plaques planes
Re´fe´rences :
– Doare´, Kergourlay, & Sambuc (2012), Design of a circular clamped plate excited by a voice coil and
piezoelectric patches used as a loudspeaker. Transactions od the ASME : Journal of Vibration and Acoustics,
under review.
– Kergourlay & Doare´ (2012), Method and device for controlling the vibration modes of a vibrating support.
Brevet, No de publication UK : GB1105681.9.
Dans ce chapitre, nous nous inte´ressons a` la production de son par un haut-parleur constitue´ d’une plaque
plane, excite´e a` la fois par un syste`me bobine aimant et par des anneaux pie´zoe´lectriques colle´s sur sa surface.
La figure 5.1a donne une repre´sentation sche´matique d’un haut-parleur classique constitue´ d’un coˆne rigide fixe´
sur une suspension souple, et enferme´ dans une enceinte. Ce syste`me se comporte comme un oscillateur de
masse m e´gale a` la masse totale en mouvement, de raideur k provenant de la rigidite´ de la suspension et de
la compressibilite´ de l’air emprisonne´ dans le volume clos, et d’amortissement c provoque´ par des dissipations
au sein de la structure, mais aussi lie´es a` la perte d’e´nergie lie´e au rayonnement (Lax, 1944; Nouira et al.,
2007; Kraftmakher, 2010). Une bobine, fixe´e au coˆne, se trouve dans un champ magne´tique radial cre´e´ par un
aimant permanent, de sorte qu’en tout point le courant traversant la bobine se trouve perpendiculaire au champ
magne´tique, ce qui engendre une force F (Beranek, 1954). Le rayonnement de ce syste`me est habituellement
mode´lise´ en conside´rant un piston plan dans un baﬄe infini (figure 5.1b). Nous devons les travaux de re´fe´rence
sur la mode´lisation des hauts parleurs a` Thiele (1971a,b) dans le cadre des enceintes closes et Small (1972,
1973) dans le cadre des enceintes a` e´vent 1, si bien que les parame`tres de re´fe´rence caracte´risant tout haut-
parleur commercial sont de´nomme´s parame`tres de Thiele et Small. Dans les travaux de Thiele et Small, les
oscillateurs me´caniques sont mode´lise´s par des circuits e´lectriques e´quivalents, connecte´s au circuit e´lectrique de
l’amplificateur. Il est a` noter que nous adoptons ici l’approche inverse qui consiste a` mode´liser la dynamique des
circuits e´lectriques a` l’aide d’e´quations aux de´rive´es ordinaires, comme le font plus volontiers les me´caniciens.
L’utilisation d’une plaque plane encastre´e au lieu d’un coˆne sur suspension ne modifie pas fondamentalement
la physique du fonctionnement du haut-parleur, ce qui est illustre´ en figure 5.1c,d. Cette fois nous avons affaire a`
un syste`me me´canique a` plusieurs modes. Ce qui est gagne´ en encombrement par ce syste`me, voire en directivite´
du rayonnement (Alper & Magrab, 1970), a des re´percussions ne´fastes sur la qualite´ du rayonnement. En effet,
la bande passante utile d’un haut-parleur, c’est a` dire l’intervalle de fre´quences au sein duquel l’e´nergie rayonne´e
est constante, est compris entre les deux premie`res fre´quences propres du haut-parleur. Le haut-parleur classique
de type coˆne sur suspension posse`de comme toute structure une infinite´ de modes, mais le premier d’entre eux,
qui consiste en la translation du coˆne, a une fre´quence bien infe´rieure aux suivants, qui eux impliquent une
de´formation de la membrane coˆne (Kuo et al., 2011) et sont le plus souvent ne´glige´s. La se´paration entre le
premier mode d’une plaque plane encastre´e et les suivants est moindre. La bande passante est par conse´quent
re´duite. Pour se convaincre des proble`mes engendre´s par la multiplicite´ des modes de la plaque plane, la figure
5.2 repre´sente deux fonctions de transfert typiquement mesure´es ou calcule´es lorsque l’on e´tudie un haut-parleur.
Il s’agit d’une part de l’impe´dance e´lectrique mesure´e aux bornes de la bobine excitatrice et d’autre part du
1. Le volume inte´rieur se comporte alors comme un re´sonateur de Helmholtz, si bien qu’a` la raideur k, il faut adjoindre une
masse supple´mentaire ma, correspondant a` un volume d’air en oscillant au niveau de l’e´vent.
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Figure 5.1.: Comparaison des principes de fonctionnement et de mode´lisation d’un haut-parleur a` coˆne rigide et d’un
haut-parleur a` plaque plane souple ; (a), sche´ma d’un haut-parleur typique au sein d’une enceinte close,
force´ par la bobine ; (b), mode`le piston-plan baﬄe´ e´quivalent couramment utilise´ ou` la raideur k est due
a` la fois a` la suspension et compressibilite´ du volume d’air emprisonne´ ; (c), sche´ma d’un haut-parleur
typique base´ sur le principe d’une plaque plane souple encastre´e ; (d), mode`le e´quivalent dans lequel
plusieurs modes de plaque sont force´s par la bobine et ou` la raideur k2 vient du volume d’air emprisonne´
dans l’enceinte close uniquement. En pratique, de meˆme qu’a` chaque mode correspond une masse et une
raideur modale, il existe une raideur ajoute´e k2 pour chaque mode, dont l’ordre de grandeur de´pend de
la variation de volume associe´e a` chaque mouvement modal.
niveau de pression acoustique a` un me`tre dans l’axe du haut-parleur. Ces courbes typiques ont e´te´ obtenues
graˆce au mode`le qui sera pre´sente´ en section 5.1 en utilisant des valeurs arbitraires, mais repre´sentatives des
parame`tres. L’impe´dance e´lectrique tend vers une constante aux basses fre´quences e´gale a` la re´sistance du fil
de la bobine en courant continu. La remonte´e lente de l’impe´dance aux hautes fre´quences est due a` l’influence
de l’inductance de la bobine. Enfin, aux fre´quences interme´diaires, on observe une succession de pics, qui
correspondent aux re´sonances me´caniques du transducteur. A` ces fre´quences, le couplage e´lectrome´canique
implique qu’une quantite´ significative de l’e´nergie e´lectrique est convertie en e´nergie me´canique, ce qui a pour
conse´quence une importante augmentation de l’impe´dance e´lectrique autour de ces fre´quences. La pre´sence de
ces multiples modes a des conse´quences visibles sur l’e´nergie acoustique rayonne´e dans l’axe du haut parleur :
celle-ci est tre`s irre´gulie`re. A` titre de comparaison, les impe´dances calcule´es en ne retenant que le premier mode
de plaque sont trace´es sur les meˆmes graphiques. Cette fois, un seul pic apparaˆıt dans la courbe d’impe´dance
e´lectrique, et la pression acoustique rayonne´e dans l’axe est homoge`ne a` partir de la fre´quence de re´sonance.
Pour palier au proble`me de de´se´quilibre de l’e´nergie rayonne´e, nous proposons de disposer des anneaux pie´zo-
e´lectriques sur la plaque circulaire afin d’exercer un forc¸age secondaire sur la structure, capable d’amortir la
dynamique selon les modes inde´sirables et ainsi de s’approcher du fonctionnement d’une plaque a` un mode
unique, tel que repre´sente´ en figure 5.2b.
5.1. Mode`le de plaque plane circulaire force´e par un syste`me
bobine-aimant et deux anneaux pie´zoe´lectriques
La ge´ome´trie conside´re´e dans l’e´tape de mode´lisation est repre´sente´e en figure 5.3. Nous conside´rons une plaque
circulaire encastre´e en R = R0, la pre´sence d’une bobine en R = C, de deux patchs pie´zoe´lectriques entre R = A
et R = B. Un mode`le line´aire de plaque de type Kirchhoff-Love a e´te´ conside´re´ dans ce travail, de sorte que le
de´placement W (R, T ) de la plaque, de rigidite´ en flexion D(R) et de masse surfacique µ(R) obe´it a` l’e´quation
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Figure 5.2.: Fonctions de transfert typiques obtenues par le mode`le de plaque circulaire encastre´e qui sera pre´sente´ en
section 5.1 lorsque seulement la bobine est utilise´e ; (a) impe´dance e´lectrique de la bobine ; (b) pression
rayonne´e dans l’axe a` 1m ; les courbes en trait plein sont obtenues lorsque 10 modes sont retenus dans la
mode´lisation tandis que les traits hachure´s correspondent a` une approximation a` un seul mode. Puisque
la pression rayonne´e dans le cas du mode`le a` un mode est plus e´quilibre´e, l’objectif est de s’en approcher
en forc¸ant le syste`me a` l’aide d’actionneurs supple´mentaires.
locale suivante :
D(R)∆2W (R, T ) + µ(R)W¨ (R, T ) = Pc(R, T ) + Pp(R, T ) + Pv(R, T ), (5.1)
a` laquelle il convient d’ajouter des conditions aux limites de type encastrement en R = R0, et ou` Pc, Pp et
Pv sont des termes de pression dus respectivement au forc¸age par le syste`me bobine-aimant, au forc¸age par les
patchs pie´zoe´lectriques, et aux forces de pression externes, en particulier les forces de pression conse´cutives a`
la pre´sence d’un volume clos a` l’arrie`re de l’enceinte. Il est a` noter que le choix de conside´rer un de´placement
inde´pendant de l’angle polaire vient de ce que l’ensemble des forc¸ages exerce´s sont eux-meˆmes axi-syme´triques.
Enfin, la de´pendance en R de la masse surfacique et de la rigidite´ en flexion provient de la pre´sence de la bobine
et des patchs pie´zoe´lectriques.
5.1.1. Forc¸age d’une plaque par un syste`me bobine-aimant
La force exerce´e par le syste`me bobine-aimant est proportionnelle a` l’intensite´ e´lectrique traversant la bobine
dQc/dt, au champ magne´tique permanent B et a` la hauteur de la bobine l. Cette force s’exerce sur un cercle
de rayon C, de sorte que la pression Pc au second membre de l’e´quation (5.1) a pour expression,






La bobine se comporte e´lectriquement comme une inductance Lc en se´rie avec une re´sistance Rc et une
force e´lectromotrice, proportionnelle a` la vitesse de translation de la bobine perpendiculairement au champ
magne´tique radial. Le circuit e´lectrique e´quivalent est repre´sente´ en figure 5.4a. Ce circuit e´lectrique est connecte´
a` un ge´ne´rateur de tension uc impose´ par un amplificateur. La charge e´lectrique Qc(t) obe´it alors a` l’e´quation















































Figure 5.4.: Mode`les de circuits e´lectriques ; (a), bobine se comportant comme une inductance en se´rie avec une
re´sistance, couple´e a` une source de tension ; (b) patch pie´zoe´lectrique se comportant comme un conden-
sateur, couple´ a` une source de tension.
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5.1. Mode`le de plaque plane circulaire force´e par un syste`me bobine-aimant et deux anneaux pie´zoe´lectriques
5.1.2. Forc¸age de la plaque par les patchs pie´zoe´lectriques
La mode´lisation de cet effet a e´te´ traite´e dans de nombreux articles et ouvrages de re´fe´rences. C’est le travail
de Lee & Moon (1989) qui a constitue´ le point de de´part de notre mode´lisation. Dans ce travail, il est conside´re´
un e´le´ment de plaque constitue´ d’une couche faite d’un mate´riau non pie´zoe´lectrique entoure´ de deux couches
constitue´es d’un mate´riau pie´zoe´lectrique de polarite´s oppose´es, dont les e´lectrodes situe´es sur les faces internes
sont connecte´es entre elles. Une diffe´rence de potentiel peut alors eˆtre applique´e entre les deux faces externes
de cette plaque sandwich a` trois couches. Dans le travail de Lee & Moon (1989), les e´quations de plaque force´es
par les patchs pie´zoe´lectriques sont exprime´es en coordonne´es carte´siennes dans un cadre plus ge´ne´ral que celui
de la pre´sente application. Notamment, les couplages pie´zoe´lectriques dans plusieurs directions sont conside´re´s.
Applique´ a` notre cas, en coordonne´es polaires, la pression Pp prend la forme suivante,











ou` up est la tension impose´e, χ est un parame`tre qui de´pend du coefficient de couplage pie´zoe´lectrique du





L’e´quation (5.4) contient deux simplifications par rapport au cas pre´sente´ par Lee & Moon (1989). Tout d’abord,
nous avons ne´glige´ les effets de la torsion, ce qui est justifie´ par le fait que les mate´riaux utilise´s dans notre
application ne pre´sentent pas de couplage pie´zoe´lectrique via la torsion. Ensuite, nous avons conside´re´ une
polarite´ constante, ce qui est la`-aussi justifie´ par notre application. Dans l’e´quation (5.4), Fp est une fonction
qui de´crit la disposition du patch pie´zoe´lectrique. Elle vaut 1 la` ou` se trouve le patch, et ze´ro ailleurs,
Fp = H(R−A)−H(R−B), (5.6)
H e´tant la fonction de Heaviside.
Un patch pie´zoe´lectrique se comporte e´lectriquement comme un condensateur en se´rie avec une force e´lectro-
motrice due au couplage pie´zoe´lectrique. Lorsque ce circuit est connecte´ a` une source de tension up provenant


















dS = up(t). (5.7)
5.1.3. Mode`le dynamique d’ordre re´duit et fonctions de transfert
Pour obtenir un mode`le dynamique permettant de calculer aise´ment des fonctions de transfert entre les tensions
impose´es aux bornes des transducteurs et diverses quantite´s cine´matiques, une me´thode de Galerkin a e´te´
utilise´e en choisissant la base modale tronque´e a` 5 modes de la plaque avec patchs pie´zoe´lectriques mais sans
bobine. Les principales e´tapes de la mode´lisation sont (1) l’adimensionnement des e´quations dynamiques, (2)
le calcul des modes propres de la plaque avec patchs pie´zoe´lectriques et sans bobine, (3) la repre´sentation du
de´placement comme une somme de contributions modales et troncature a` N modes dans l’e´quation (5.1) et
dans les e´quations e´lectriques (5.3) et (5.7), (4) la projection de l’e´quation (5.1) sur les N modes. Ce travail
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On reconnaˆıt-la` une e´quation dynamique d’oscillateurs couple´s classique, force´e au second membre par les ten-
sions impose´es par les amplificateurs. Le vecteur ~qw est un vecteur colonne de taille N contenant les de´placements
modaux, et qc, qp1 et qp2 sont respectivement les charges dans les circuits de la bobine et dans les deux cir-
cuits des patchs pie´zoe´lectriques. La partie me´canique de la matrice de masse M contient les termes diagonaux
des raideurs modales du proble`me sans bobine, dont les modes propres ont e´te´ utilise´s pour la projection, et
des termes hors diagonale provenant de la masse de la bobine. La partie me´canique de la matrice d’amortis-
sement C est suppose´e diagonale et ses coefficients ajuste´s a` partir d’expe´riences. La partie me´canique de la
matrice de raideur est la somme de trois matrices, K, une matrice diagonale dont les termes diagonaux sont
les raideurs modales de la plaque sans bobine et sans couplage pie´zoe´lectrique, Kv qui contient les termes de
raideur ajoute´e dues a` la pre´sence d’un volume clos d’un coˆte´ du haut-parleur et Kp qui contient des termes
de raideur ajoute´e conse´cutifs au comportement capacitif des patchs pie´zoe´lectriques. Il est a` noter que toutes
les quantite´s purement me´caniques sont sans dimension alors qu’un adimensionnement partiel a e´te´ effectue´
pour les quantite´s e´lectriques. Le temps y a e´te´ adimensionne´ comme dans la partie me´canique, alors qu’une
normalisation a e´te´ effectue´e de sorte que les charges e´lectriques, et leurs de´rive´es successives par rapport au
temps sans dimension sont exprime´es en Ampe`res tandis que les tensions e´lectriques sont exprime´es en Volts.
Cette normalisation permet de re´duire le nombre de parame`tres inde´pendants du proble`me tout en conservant
les quantite´s e´lectriques correspondant aux intensite´s et aux tensions, ce qui rend plus aise´e la comparaison
avec l’expe´rience, en particulier lorsque l’on s’inte´resse a` des impe´dances e´lectriques. Les parame`tres τ¯ec et τ¯ep
sont des coefficients de couplage entre les parties me´caniques et e´lectriques, homoge`nes a` des Volts tandis que
τ¯c et τ¯p, homoge`nes a` des Ampe`res
−1, couplent les deux physiques dans l’autre sens. Les vecteurs ~χc et ~χp




























avec a = A/R0, b = B/R0 et c = C/R0.
Il est important de noter que dans cette e´quation d’oscillateurs couple´s, seuls les termes diagonaux de la
partie me´canique de la matrice d’amortissement restent a` ajuster a` ce stade. En effet, l’ensemble des autres
parame`tres sont des quantite´s e´value´es ou mesure´es par des processus inde´pendants. Par exemple les proprie´te´s
des plaques sont e´value´es par des expe´riences me´caniques simples sur des plaques rectangulaires, les quantite´s
e´lectriques sont estime´es a` partir de mesures d’impe´dance inde´pendantes ou bien encore les proprie´te´s des patchs
pie´zoe´lectriques sont donne´es par le fournisseur.
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5.2. Recherche d’une ge´ome´trie optimale
L’e´quation (5.8) a une forme parfaitement adapte´e au calcul de diverses fonctions de transfert. Lorsque l’on
s’inte´resse au champ acoustique rayonne´ par le syste`me, l’inte´grale de Rayleigh est utilise´e (Pierce, 1989; Chaigne
& Kergomard, 2008).
5.2. Recherche d’une ge´ome´trie optimale
Nous cherchons a` pre´sent a` calculer un jeu de parame`tres optimaux qui permette au haut-parleur d’avoir un
comportement le plus proche possible d’un haut-parleur de type piston-plan conique. Comme discute´ plus haut,
la re´ponse en fre´quence typique de ce type de transducteur peut eˆtre obtenue en ne retenant que le premier
mode dans la mode´lisation. Il fut envisage´ d’approcher ce mode de fonctionnement en annulant l’effet des
re´sonances selon les modes 2 et 3. Pour ce faire, les parame`tres furent ajuste´s de sorte que le forc¸age sur le
mode 3 de la bobine et des pie´zos s’annulent tandis que l’effort sur le mode 2 devait eˆtre annule´ en ajustant les
amplitudes respectives des tension impose´es a` la bobine et aux patchs pie´zoe´lectriques. Afin de s’assurer d’une
bonne efficacite´ du forc¸age exerce´ par le patch pie´zoe´lectrique, il fut par ailleurs fait en sorte que l’effort exerce´
par le patch pie´zoe´lectrique sur le mode 2 soit le plus important possible. Sous une forme compacte, le processus
d’optimisation s’e´crit finalement :
Maximiser χp2 avec χc3 ≡ 0 et χp3 ≡ 0. (5.10)
L’e´quation (5.9) indique que ~χc et ~χp ne de´pendent que de a, b, c et des modes propres φn. Ces derniers
de´pendent eux-meˆmes de a, b, c et de divers parame`tres mate´riaux. Ainsi, ayant fixe´ l’ensemble des parame`tres
mate´riaux du proble`me, la recherche d’un optimal s’effectue dans l’espace a` trois dimensions (a, b, c). La figure
5.5 pre´sente le calcul d’optimisation qui a e´te´ effectue´. Pour diffe´rentes valeurs de c, les lignes de contour ou χp3
et χc3 s’annulent sont trace´es par dessus les courbes de niveaux de χp2 dans le plan (a, b). Plusieurs combinaisons
optimales des trois parame`tres ge´ome´triques peuvent eˆtre trouve´es. Elles correspondent a` un croisement des
courbes χp3 = 0 et χc3 = 0 pre`s d’un maximum de χp2 et sont indique´es par des fle`ches. Des diffe´rents choix
possibles, la configuration retenue a finalement e´te´ la suivante :
a = 0.360, b = 0.800, c = 0.254. (5.11)
5.3. Confrontation des re´sultats expe´rimentaux et the´oriques sur un
haut-parleur optimise´
A partir des recommandations obtenues dans la phase d’optimisation, un prototype a e´te´ re´alise´ par Cabasse
(figure 5.6). Le collage des anneaux pie´zoe´lectriques sur les plaques de mousse de rohacell a e´te´ re´alise´ par
l’entreprise Piezotech. Malheureusement, la pre´cision the´orique requise par le mode`le n’a pu eˆtre satisfaite par
le proce´de´ de fabrication manuel du haut parleur. Les valeurs des parame`tres finalement obtenues pour ce
transducteur sont,
a = 0.363, b = 0.787, c = 0.244. (5.12)
Diverses fonctions de transfert expe´rimentales et the´oriques ont e´te´ compare´es afin d’estimer les amortisse-
ments diagonaux du proble`me matriciel, seuls parame`tres restant a` ajuster. Un tre`s bon accord entre the´orie et
expe´rience est observe´, comme en te´moignent deux fonctions de transfert donne´es en figure 5.7. Il faut toutefois
noter que le mode 3, dont le pic de re´sonance se situe vers 3000 Hz, reste excite´, contrairement aux objectifs de
l’optimisation.
Ensuite, des expe´riences ont e´te´ re´alise´es ou` la plaque e´tait force´e simultane´ment par la bobine et les patchs
pie´zoe´lectriques. Les amplitudes respectives ont e´te´ ajuste´es de sorte que l’allure de la fonction de transfert entre
tension a` la bobine et de´placement au centre de la plaque soit le plus proche de l’approximationN = 1. Un facteur
250 a finalement e´te´ trouve´ entre la tension a` la bobine et la tension aux bornes des patchs pie´zoe´lectriques.
Enfin la pression rayonne´e dans l’axe a` 84cm a e´te´ mesure´e en chambre ane´cho¨ıque sur le prototype baﬄe´
dans une plaque rigide rectangulaire de 60cm par 65cm. Deux expe´riences ont e´te´ re´alise´es : l’une avec un
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Figure 5.5.: Valeurs de χp2 (e´chelle de couleurs), ze´ros de χp3 (bleu) et ze´ros de χc3 (rouge) dans le plan (a, b), et pour
diffe´rentes valeurs de c. Les points qui satisfont le crite`re (5.10) sont indique´s par une fle`che.
Figure 5.6.: Photographies du prototype construit par Cabasse a` partir des recommandations donne´es en e´quation
(5.11).
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Figure 5.7.: Comparaison des fonctions de transfert expe´rimentales (ligne hachure´e bleue) et the´oriques (ligne noire
pleine) ; (a) fonction de transfert entre tension aux bornes de la bobine et de´placement au centre de la
plaque ; (b) fonction de transfert entre tension aux bornes des patchs pie´zoe´lectriques et de´placement au
centre de la plaque lorsque la bobine est en circuit ouvert.
forc¸age par la bobine seule (syste`me non-controˆle´) l’autre lorsqu’un forc¸age conjoint de la bobine et des pie´zo
est effectue´ (syste`me controˆle´). Les fonctions de transfert obtenues sont trace´es et compare´es avec la the´orie
en figure 5.8. Expe´rimentalement, le fait que le haut parleur ne soit pas baﬄe´ dans un plan infini fait que le
rayonnement arrie`re interfe`re avec le rayonnement avant pour des longueurs d’onde supe´rieures ou e´gales aux
dimensions typiques du baﬄe (Pierce, 1989). Les re´sultats expe´rimentaux aux basses fre´quences ne peuvent
donc eˆtre compare´s avec les calculs nume´riques, qui conside`rent un baﬄe infini. L’intervalle de fre´quences en
question est grise´ sur la figure 5.8.
A` cause de la re´sonance et l’anti-re´sonance du second mode, le rayonnement du syste`me non controˆle´ pre´sente
un pic a` 1500Hz, suivi d’un trou important. Dans le cas du syste`me controˆle´, cet effet est fortement re´duit. De
meˆme, un effet de la re´sonance du troisie`me mode est visible sur le syste`me non controˆle´. Cet effet est lui aussi
re´duit sur le syste`me controˆle´ 2. Finalement, si l’on tole`re une diffe´rence d’au plus 10dB entre le maximum le
minimum du rayonnement the´orique de ce haut-parleur, l’on peut conclure que nous avons e´tendu sa bande
passante de [200-1500Hz] a` [200-4000Hz].
5.4. Bilan et perspectives
L’objectif premier de la collaboration scientifique e´tait de mode´liser le comportement dynamique line´aire d’une
plaque plane encastre´e force´e par une bobine et des patchs pie´zoe´lectriques, et d’utiliser ce mode`le pour trouver
un jeu de parame`tres optimal a` meˆme de faire fonctionner la plaque sur son mode 1 uniquement. Nous pouvons
conside´rer cet objectif initial atteint, meˆme si des efforts supple´mentaires devraient eˆtre faits sur la pre´cision
des ge´ome´tries dans le processus de fabrication des prototypes.
S’est alors pose´e la question de poursuivre le travail sur ce projet. A` ce moment, les activite´s audio de
CANON-CRF e´taient en cours de re´affectation vers une autre activite´ que les haut-parleurs. La jeune activite´
sur le rayonnement de plaques planes aurait pu toutefois subsister si deux proble`mes n’avaient pas empeˆche´ la
2. Ce re´sultat positif a e´te´ obtenu de manie`re tout a` fait fortuite. En effet, ceci ne faisait pas partie de l’objectif d’optimisation,
puisqu’il s’agissait pour ce mode d’annuler le forc¸age par la bobine et les pie´zos inde´pendamment.
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Figure 5.8.: Puissance rayonne´e par la plaque dans l’axe a` 84cm, comparaison du syste`me non controˆle´ (a), et du
syste`me controˆle´ (b). L’expe´rience est en bleu hachure´, la the´orie en trait plein noir. La re´gion grise´e
correspond a` un domaine de fre´quences ou` le rayonnement arrie`re interfe`re avec le rayonnement direct,
ce qui n’est pas pris en compte par la mode´lisation. La double fle`che indique la bande passante du haut-
parleur si l’on tole`re une diffe´rence maximale de 10dB entre les valeurs minimale et maximales de la courbe
the´orique.
hie´rarchie japonaise de donner son accord : d’une part les puissances en jeu dans le forc¸age pie´zoe´lectrique du
prototype e´taient 100 fois supe´rieures a` celles d’un syste`me bobine-aimant classique, ce qui repre´sentait un frein
e´conomique e´vident pour la conception d’amplificateurs adapte´s, et d’autre part le projet n’apportait pas de
rupture technologique majeure qui aurait pu faire be´ne´ficier la marque d’un argument commercial de poids 3.
Parmi les pistes qui auraient e´te´ suivies si le projet avait duˆ se prolonger, la premie`re d’entre elles aurait
e´te´ l’e´tude des non line´arite´s. Plus que la puissance ne´cessaire a` l’alimentation des pie´zos, qui aurait pu eˆtre
circonvenue par l’utilisation d’autres mate´riaux, c’est le proble`me des non line´arite´s qui aurait e´te´ le plus
dommageable au projet. Cette proble´matique n’a pas du tout e´te´ aborde´e ici, alors qu’elle repre´sente un de´fi
majeur lorsqu’une plaque plane encastre´e est utilise´e. Des tensions internes dans la direction radiale naissent
dans la plaque conse´cutivement a` sa de´formation qui engendrent des non line´arite´s de comportement. Ces non
line´arite´s induisent la pre´sence d’harmoniques dans le signal acoustique reproduit, nuisibles a` la qualite´ de
reproduction du haut-parleur. Un travail spe´cifique devrait eˆtre fait sur ce point.
Utiliser des patchs pie´zoe´lectriques a` polarite´ spatialement in-homoge`ne aurait pu constituer un axe inte´ressant
de recherche. Cela aurait permis d’envisager la conception d’actionneurs modaux, c’est a` dire ne forc¸ant qu’un
seul mode (Lee, 1990; Lee & Moon, 1990; Donoso & Bellido, 2009).
Il aurait pu aussi eˆtre envisage´ d’utiliser d’autres mate´riaux que les plaques de rohacell de 3mm d’e´paisseur.
En effet, ce mate´riau a e´te´ choisi car il est couramment utilise´ par Cabasse pour re´aliser ses membranes coniques
de haut-parleurs fonctionnant en mode piston. Rien ne dit pourtant qu’il s’agisse du mate´riau le plus adapte´ a`
ce type de syste`me.
3. La technologie pie´zoe´lectrique est de´ja` en œuvre dans certains haut-parleurs destine´s a` la reproduction des aigue¨s.
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6. Re´cupe´ration de l’e´nergie du flottement de
structures pie´zoe´lectriques dans un e´coulement
Re´fe´rences :
– Doare´ & Michelin (2011), Piezoelectric coupling in energy-harvesting fluttering flexible plates : linear sta-
bility analysis and conversion efficiency. Journal of Fluids and Structures, 27(8) :1357–1375.
– Michelin & Doare´ (2012), Energy harvesting efficiency of piezoelectric flags in axial flows. Journal of Fluid
Mechanics, accepted.
Les ressources limite´es en e´nergie fossile et leur impact environnemental impose aux pays industrialise´s une
re´flexion sur leurs me´thodes de production et de consommation et un de´veloppement significatif des e´nergies re-
nouvelables. Les e´coulements ge´ophysiques tels que le vent, les courants oce´aniques, les rivie`res repre´sentent une
souque d’e´nergie attractive de par leur grande disponibilite´, a` toutes les e´chelles. Le seul syste`me actuellement
de´ploye´ pour convertir l’e´nergie de ces e´coulements en e´nergie e´lectrique utile est l’he´lice, que l’on retrouve sur
les e´oliennes, dans les turbines des barrages, ou dans les hydroliennes. Il apparaˆıt aujourd’hui ne´cessaire non-
seulement de de´velopper les technologies actuelles, mais aussi d’identifier de nouvelles me´thodes de production.
Les recherches fondamentales sur les interactions fluide-structure ont permis d’identifier et de comprendre
de nouveaux me´canismes qui conduisent a` des oscillations auto-entretenues de structures. Ces me´canismes sont
a` la base de quelques projets de re´cupe´ration d’e´nergie a` finalite´ commerciale : Le projet VIVACE (Bernitsas
et al., 2008) utilise le phe´nome`ne des vibrations induites par vortex (Williamson & Govardhan, 2004; Pa¨ıdoussis
et al., 2011). Le projet STINGRAY (Westwood, 2004) est base´ sur le principe du flottement par confusion de
fre´quences d’un profil en flexion/torsion (McKinney & DeLaurier, 1981; Zhu & Peng, 2009). Quant au projet
“Eel”, il met en jeu le battement d’un film dans le sillage d’un corps cylindrique en amont (Taylor et al., 2001;
Allen & Smits, 2001). Le projet de recherche pre´sente´ ici s’inte´resse a` la possibilite´ d’utiliser un autre me´canisme
de transfert d’e´nergie d’un e´coulement vers un mouvement solide. Il s’agit du phe´nome`ne flottement d’une
plaque flexible dans un e´coulement, dont l’analyse sous l’angle de l’instabilite´ line´aire a de´ja` e´te´ tre`s largement
aborde´e dans la premie`re partie de ce manuscrit. Le me´canisme a` la base du re´cupe´rateur conside´re´ ici est
diffe´rent de ceux cite´s auparavant dans la mesure ou` il fait appel a` une instabilite´ de flottement pour transfe´rer
de l’e´nergie d’un e´coulement vers une structure oscillante alors que Taylor et al. ou Allen & Smits ont base´
leur re´cupe´rateur sur le forc¸age instationnaire du solide par un sillage tourbillonnaire. Pour convertir l’e´nergie
me´canique en e´nergie e´lectrique utile, le choix s’est porte´ vers la pie´zoe´lectricite´. En combinant les mode´lisations
fluide-structure et pie´zoe´lectrique de´ja` pre´sente´es, il est possible de construire un mode`le de structure active
couple´e a` un fluide pre´sentant une instabilite´ de flottement. La mode´lisation comple`te du couplage fluide-solide-
e´lectrique constitue l’originalite´ essentielle de ce projet. En effet dans des e´tudes pre´ce´dentes, la re´cupe´ration est
simplement mode´lise´e comme un amortissement supple´mentaire (Peng & Zhu, 2009; Tang & Pa¨ıdoussis, 2009).
Dans le domaine de l’amortissement de structures par l’utilisation de circuits e´lectriques passifs connecte´s
a` des patchs pie´zoe´lectriques, l’article pionnier de Hagood & von Flotow (1991) a inspire´ des recherches sur
l’utilisation de patchs pie´zoe´lectriques arrange´s en re´seaux pour amortir les vibrations de poutres et de plaques
(Maurini et al., 2004; Bisegna et al., 2006). Les circuits e´lectriques et la de´marche de mode´lisation adopte´e
dans ce travail pre´sentent de nombreuses similitudes avec ces travaux, bien que les objectifs soient diffe´rents (la
minimisation d’une e´nergie me´canique dans un cas, et la maximisation d’un transfert d’e´nergie dans l’autre).
En re´alisant une e´tude parame´trique des proprie´te´s de stabilite´ du syste`me nous serons capables de re´pondre a`
la question “Quand peut-on re´cupe´rer de l’e´nergie ?”. Afin de re´pondre a` la question “Quelle quantite´ d’e´nergie
peut-on re´cupe´rer ?”, nous pre´senterons un mode`le non-line´aire. Celui-ci nous donnera en effet acce`s au re´gime
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Figure 6.1.: (a) Vue sche´matique d’une plaque infinie e´quipe´e de paires d’e´le´ments pie´zoe´lectriques. (b) Circuits
e´lectriques connecte´s a` chaque paire de patchs pie´zoe´lectrique, ici des re´sistances dont la valeur de la
conductance est G = 1/R.
sature´, qui lui seul nous permet d’e´valuer la puissance e´lectrique transfe´re´e aux circuits e´lectriques en re´gime
e´tabli.
Le travail pre´sente´ ici constitue une premie`re e´tape du projet qui a vocation a` eˆtre un axe central de mes
activite´s de recherche dans les anne´es a` venir. Nous pre´senterons un certain nombre de perspectives a` la fin de
ce chapitre.
6.1. Mode`le line´aire de plaque plane pie´zoe´lectrique dans un e´coulement
Conside´rons le proble`me d’une plaque infinie dans la direction X sur laquelle sont colle´es une succession de
paires de patchs pie´zoe´lectriques, entre les abscisses X−i et X
+
i (figure 6.1a). Cette plaque sandwich a une
masse surfacique µ et une rigidite´ en flexion D. Les e´lectrodes de chaque paire de patchs situe´es sur les faces
internes sont connecte´es e´lectriquement entre elles tandis que les e´lectrodes des faces externes sont connecte´es
a` un e´le´ment purement re´sistif de re´sistance R = 1/G (figure 6.1b). Il existe aux bornes de chaque paire de
patchs une tension Vi qui de´pend de la de´formation locale de la plaque (cf. figure 4.8). Un de´veloppement
similaire a` celui effectue´ en section 5.1.2 dans un cas polaire axisyme´trique permet de formaliser les couplages
e´lectrome´caniques engendre´s par l’effet pie´zoe´lectrique. Dans la pre´sente application, nous avons affaire a` une
se´rie infinie de paires de patchs (i ∈ Z), et donc autant de valeurs de tensions, de de´placement de charges









C’est l’e´quivalent de l’e´quation (5.7) dans le cas annulaire du chapitre pre´ce´dent. C est la capacite´ e´lectrique
e´quivalente des deux patchs pie´zoe´lectriques en se´rie et Vi la tension et le coefficient de couplage χ a la meˆme
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6.1. Mode`le line´aire de plaque plane pie´zoe´lectrique dans un e´coulement
de´finition qu’au chapitre pre´ce´dent (e´quation 5.5) . Le moment dans la plaque est la somme d’une contribution
me´canique et de l’ensemble des contributions des patchs pie´zoe´lectriques.




L’e´quivalent dans le cas annulaire est donne´ en e´quation (5.4). Fi est une fonction de´crivant la position et la
polarite´ des pie´zos. Dans notre cas les pie´zos sont a` polarite´ constante et Fi = H(X −X−i )−H(X −X+i ). La
dynamique du syste`me me´canique est gouverne´e par l’e´quation de conservation du moment :
µW¨ = −M′′ − [P ], (6.3)
Dans cette dernie`re e´quation, le terme [P ] est le saut de pression de part et d’autre de la plaque. Dans la suite
nous utiliserons le mode`le d’e´coulement potentiel et irrotationel de´ja` utilise´ aux chapitres 1, 2 et 3 obtenir son





Si la longueur des patchs pie´zoe´lectriques Lp = X
+
i −X i− est petite devant les longueurs d’onde typiques
des de´formations de flexion dans la plaque, nous pouvons conside´rer la limite ou` la tension, le de´placement
e´lectrique et l’effort conse´cutif au couplage pie´zoe´lectrique sont des fonctions continues de X . En utilisant la loi
d’Ohm (6.4) pour exprimer V (X) en fonction de Q(X) dans les e´quations (6.2) et (6.3), on montre alors que la





W ′′′′ + µW¨ − χ
C¯
Q¯′′ = −[P ], (6.5)
C¯
G¯
˙¯Q+ Q¯− χW ′′ = 0. (6.6)
Ces deux e´quations d’onde de´crivent le de´placement me´canique et le de´placement de charge e´lectrique par unite´
de longueur Q¯ = Q/Lp. Les quantite´s C¯ et G¯ sont respectivement les capacite´s et conductances par unite´ de
longueur. Le rapport C¯/G¯ dans l’e´quation (6.6) est le temps caracte´ristique de de´chargement d’un condensateur
C¯ dans une re´sistance 1/G¯. Si C¯/G¯→ 0 (circuit ferme´), on peut exprimer la charge en fonction de W ′′ a` l’aide
de l’e´quation (6.6), et l’introduire dans (6.5) pour montrer que l’on a alors affaire a` un syste`me sans couplage
pie´zoe´lectrique. Si C¯/G¯ → ∞ (circuit ouvert), on obtient que la charge est nulle a` tout instant, de sorte que
l’e´quation (6.5) prend la forme d’une e´quation similaire a` celle d’une plaque sans couplage pie´zoe´lectrique,
mais avec un terme de raideur ajoute´e due a` un phe´nome`ne de stockage d’e´nergie potentielle e´lectrique dans le
condensateur.
6.1.1. Puissances et notion d’efficacite´
Dans cette approche, la re´cupe´ration d’e´nergie e´lectrique est mode´lise´e par le terme de dissipation au sein des
re´sistances sous forme de chaleur, ˙¯Q dans l’e´quation (6.6). Nous savons que la position d’e´quilibre de la plaque
(finie ou infinie) peut eˆtre instable pour certaines valeurs des parame`tres. C’est cette instabilite´ que nous comp-
tons exploiter pour entretenir un mouvement a` meˆme de dissiper de l’e´nergie e´lectrique dans les re´sistances. La
condition pre´alable est donc que le syste`me soit line´airement instable. Dans cette approche line´aire ou` l’oscilla-
tion croˆıt exponentiellement dans le temps, si nous voulons quantifier l’efficacite´ de re´cupe´ration d’e´nergie du
syste`me, il nous faut une de´finition inde´pendante de l’amplitude du mouvement. Nous avons choisi la de´finition
suivante : l’efficacite´ au sens line´aire du syste`me est de´finie pour un mode instable comme le rapport entre



















6. Re´cupe´ration de l’e´nergie du flottement de structures pie´zoe´lectriques dans un e´coulement
ou` 〈.〉 indique une inte´gration sur le mode instable conside´re´. Il peut s’agir d’une onde dans le cas infini. Au
nume´rateur de cette e´quation, on reconnaˆıt la puissance dissipe´e dans les re´sistances, tandis qu’au de´nominateur
figure la somme de l’e´nergie cine´tique de la plaque, son e´nergie potentielle et l’e´nergie e´lectrique stocke´e dans
les condensateurs. L’ensemble de ces quantite´s de´pendent quadratiquement de l’amplitude du mode line´aire
instable, qui disparaˆıt donc quand on en prend le rapport.
6.2. Stabilite´ line´aire et efficacite´ dans le cas infini
6.2.1. E´quations et parame`tres sans dimension
Pour e´tudier l’effet du couplage pie´zoe´lectrique sur la dynamique line´aire du syste`me de longueur infinie, nous




µc respectivement comme longueur, temps, pression et densite´ de charge.
En notant toutes les variables sans dimension avec des lettres minuscules, nous obtenons,
1
v2
(1 + α2)w′′′′ + w¨ − α
v
q′′ = −[p˜], (6.8)
γq˙ + q − α
v













Le parame`tre v est la vitesse sans dimension du fluide 1, α quantifie l’ordre de grandeur du couplage pie´zoe´lectrique
et γ peut eˆtre vu comme rapport des temps caracte´ristiques du syste`me fluide solide et des circuits e´lectriques.
Les limites du circuit ferme´ ou ouvert discute´es plus haut correspondent ici aux limites γ → 0 et γ →∞.
6.2.2. Relation de dispersion
Dans l’analyse locale, les de´placements me´canique et e´lectrique sont exprime´s sous la forme d’ondes harmoniques












Tout comme aux chapitres 1 et 2, la pression est calcule´e en conside´rant un e´coulement potentiel, irrotationnel.
Dans l’espace de Fourier, nous savons maintenant qu’il est possible de l’exprimer de fac¸on explicite en fonction
de l’amplitude du de´placement de la plaque associe´e a` toute onde de flexion (g = 1 pour cette approche 2D,
tel que donne´ au chapitre 2). Nous obtenons finalement la relation de dispersion sous la forme d’un syste`me



































D2 = 1− iγω. (6.15)
1. Il est a` noter que ce parame`tre est e´gal aux rapports u/m et U∗/M∗ du chapitre 2
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6.2. Stabilite´ line´aire et efficacite´ dans le cas infini
L’e´quation (6.12) admet des solutions non triviales si et seulement si le de´terminant de L s’annule, ce qui conduit
a` la relation de dispersion suivante :








Pour (k, ω) solutions de (6.16), l’e´quation (6.12) de´termine les amplitudes relatives des de´placements me´canique
et e´lectrique de l’onde correspondante.
6.2.3. Stabilite´ et ondes d’e´nergie ne´gative
Les proprie´te´s de stabilite´ du syste`me non-couple´ ont largement e´te´ aborde´es dans la partie I, ou il a e´te´
montre´ qu’en l’absence de couplage, celui-ci est localement instable pour toute vitesse d’e´coulement non-nulle.
Souvenons-nous aussi que ce syste`me pre´sente des ondes d’e´nergie ne´gatives pour un intervalle de nombre
d’ondes de´pendant de la vitesse de l’e´coulement. L’on peut alors se demander quel effet peut avoir le couplage
pie´zoe´lectrique sur la stabilite´ des ondes d’e´nergie ne´gatives. Pour ce faire, de manie`re identique au travail re´alise´
au chapitre 3, conside´rons une onde neutre se propageant dans le syste`me non-couple´, de pulsation ω0(k), de
sorte que D0(ω0, k) = 0 et ω0i = 0. En calculant la valeur perturbe´e de ω = ω0 + δω, il est possible de montrer
que la variation du taux de croissance de l’onde vaut a` l’ordre dominant,
δωi ≃ ω0α
2γk4





Au de´nominateur apparaˆıt l’oppose´ de l’e´nergie de l’onde neutre du syste`me sans couplage. Pour une onde
d’e´nergie ne´gative, δωi est donc positif, et l’onde est de´stabilise´e.
En re´sume´, le milieu de longueur infinie est toujours instable et le couplage pie´zoe´lectrique est de nature a`
e´tendre la gamme de nombre d’ondes instables.
6.2.4. Recherche d’un maximum d’efficacite´
Pour un couple donne´ des valeurs des parame`tres α et v, ce qui revient a` conside´rer un cas particulier du
proble`me fluide-solide, la queˆte du meilleur transfert d’e´nergie consiste a` se demander quelle onde instable et
quel circuit e´lectrique maximisent l’efficacite´. Cela revient a` rechercher un maximum de rl parmi l’ensemble
des ondes (k ∈ R, ω./Im(ω) > 0) et pour toutes les valeurs de γ ∈ R+. Cette e´tude parame´trique faite, les
conclusions suivantes peuvent eˆtre tire´es :
– Pour une onde instable donne´e, l’efficacite´ est maximale lorsque le circuit e´lectrique est synchronise´ avec
l’oscillation de l’onde : γ ∼ 1/ω.
– Le nombre d’onde qui maximise l’efficacite´ correspond toujours a` une onde d’e´nergie ne´gative. C’est ce qui
est repre´sente´ en figure 6.2a ou` sont trace´es en fonction de v, a` α donne´, la valeur du nombre d’onde
qui maximise rl. Ce nombre d’onde est toujours dans la zone grise´e qui de´limite l’intervalle d’ondes
d’e´nergies ne´gatives. Les ondes d’e´nergie ne´gative sont donc non-seulement de´stabilise´es par le couplage
pie´zoe´lectrique, mais elles sont aussi celles qui maximisent le transfert d’e´nergie entre le syste`me fluide-solide
et le syste`me e´lectrique.
– L’efficacite´ maximale rlm a un comportement en α
2 comme le montre la figure 6.2b, ce qui met en lumie`re
l’importance de ce coefficient de couplage dans une application.
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Figure 6.2.: (a) Valeur de k qui maximise l’efficacite´ en fonction de V ∗ ; (b) valeur de l’efficacite´ maximale en fonction
de α.
6.3. Stabilite´ line´aire et efficacite´ dans le cas fini
6.3.1. E´quations et parame`tres sans dimension
Du fait de la pre´sence de la pre´sence de la longueur du syste`me dans les parame`tres du proble`me, l’adimension-
nement naturel fait intervenir L et les e´quations d’onde prennent la forme :
1
U∗2
(1 + α2)w′′′′ + w¨ − α
U∗
q′′ = −M∗p, (6.18)
βq˙ + q − α
U∗
w′′ = 0, (6.19)















Les parame`tres M∗ et U∗ sont les meˆmes que ceux introduits dans l’e´tude du drapeau au chapitre 2. Ici, β est
le temps caracte´ristique du circuit e´lectrique connecte´ aux pie´zos. C’est l’e´quivalent du parame`tre γ utilise´ dans
l’approche locale. Les conditions aux limites conside´re´es sont celles d’une plaque encastre´e a` l’amont et libre a`
l’aval 2.
6.3.2. Re´solution nume´rique
Au lieu de conside´rer les de´placements me´canique et e´lectrique du syste`me sous la forme de deux ondes pro-













Le syste`me d’e´quations est re´solu a` l’aide d’une technique du type de celles pre´sente´es dans la partie I : on
exprime la pression dans le fluide line´airement par rapport au de´placement du solide afin d’obtenir des efforts
exerce´s sur le solide uniquement fonction du de´placement w. Le syste`me d’e´quation est alors discre´tise´ pour
2. En prenant soin de ne pas oublier la contribution du forc¸age pie´zoe´lectrique dans le moment qui s’annule en x = 1.
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6.4. E´tude non line´aire
Figure 6.3.: Efficacite´ de conversion rl du mode le plus instable pour α = 0.5 et β = 0.25. Dans la re´gion blanche, tous
les modes sont stables. La ligne hachure´e correspond a` la limite de stabilite´ du cas non couple´ (α = 0).
obtenir un syste`me dynamique propice a` une re´solution aux valeurs propres, qui donne les pulsations propres du
syste`me. Les vecteurs propres correspondants donnent les modes propres (ϕ(x),Γ(x)) sous une forme discre´tise´e.
6.3.3. Recherche d’un maximum d’efficacite´
De manie`re similaire a` l’e´tude locale, l’efficacite´ rl est de´finie pour un mode instable. La figure 6.3 pre´sente
une e´tude parame´trique de l’efficacite´ rl pour α = 0.5 et β = 0.25. Y sont repre´sente´s les niveaux de couleur
de l’efficacite´ du mode le plus instable. La couleur blanche correspond a` un cas stable, pour lequel l’efficacite´
n’a pas de sens. Sur le meˆme graphique est trace´ la courbe de stabilite´ marginale en l’absence de couplage
pie´zoe´lectrique (α = 0). L’observation de ce graphique permet de d’e´noncer les principes ge´ne´raux suivants :
– Le couplage pie´zoe´lectrique a un effet stabilisant aux faibles rapports de masse et de´stabilisant aux grands
rapports de masse. Cet effet est tout a` fait similaire a` ce qui a e´te´ observe´ dans le chapitre 2 consacre´ a`
l’effet de l’amortissement. On se souvient ici que le rapport de masseM∗, de´fini en e´quation (6.20) est avant
tout une longueur sans dimension. Aussi n’est il pas surprenant qu’a` M∗ ≫ 1, les proprie´te´s de stabilite´
du syste`me de longueur finie soient domine´es par les proprie´te´s locales de stabilite´, en l’occurrence une
de´stabilisation des ondes d’e´nergie ne´gative.
– L’efficacite´ rl est maximise´e dans la zone de´stabilise´e par l’ajout du couplage pie´zoe´lectrique, ce qui est
sans doute lie´ a` l’effet des ondes d’e´nergie ne´gatives.
Enfin, la figure 6.4 montre pour trois valeurs de M∗, l’influence du temps caracte´ristique e´lectrique β sur les
seuils d’instabilite´ et l’efficacite´ du mode instable au seuil. On y observe que l’effet du couplage pie´zoe´lectrique
est maximal lorsque le circuit e´lectrique est synchronise´ avec la dynamique fluide-solide.
6.4. E´tude non line´aire
La mode´lisation line´aire pre´sente´e a permis d’obtenir de´ja` un certain nombre de pre´dictions sur les re´gimes
instables et les configurations favorables au transfert d’e´nergie. Un mode`le non-line´aire est toutefois ne´cessaire
pour acce´der au re´gime sature´ de l’instabilite´. Nous pre´sentons dans un premier temps le mode`le, puis la notion
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Figure 6.4.: Efficacite´ (ligne pleine e´paisse) et fre´quence (ligne hachure´e e´paisse) en fonction de β au seuil de stabilite´ ;
(a), M∗ = 1 ; (b), M∗ = 10 (c), M∗ = 100. L’e´volution de la vitesse critique est aussi trace´e (ligne fine
hachure´e/pointille´e), de meˆme que la valeur de 1/β (ligne pleine fine). La ligne verticale indique la valeur
de β pour laquelle l’efficacite´ de conversion est maximale.
d’efficacite´ au sens non line´aire et enfin quelques re´sultats de simulations nume´riques.
6.4.1. Mode`le non-line´aire
Les hypothe`ses de petit de´placement selon lesquelles la configuration initiale et la configuration actuelle sont
confondues, et le de´placement de la plaque, fonction de l’abscisse x, est en tout point perpendiculaire a` la
surface doivent a` pre´sent eˆtre leve´es. La plaque est repre´sente´e dans l’e´tat initial non perturbe´ par le segment
(X ∈ [0, L], Y = 0). La coordonne´e curviligne S est introduite et le de´placement, qui peut s’effectuer selon ex
ou ey, est note´ X(S). La conservation du moment et la condition d’inextensibilite´ du drapeau s’e´crivent (Eloy

















Dans ces deux e´quations, F t(S, T ) est la tension locale qui agit comme un multiplicateur de Lagrange dans
l’e´quation (6.29) pour assurer l’inextensibilite´ du drapeau. Tout comme dans l’approche line´aire pre´sente´e plus
haut, nous conside´rons ici une distribution de pie´zos de longueur petite devant les longueurs caracte´ristiques de
de´formation de la plaque. Le couplage pie´zoe´lectrique direct lie la fonction continue de de´placement de charge
e´lectrique Q¯(S) a` la courbure locale du drapeau ∂θ/∂S,




ou` C¯ et V (S) sont ici encore la capacite´ par unite´ de longueur des patchs pie´zoe´lectriques et la tension. Le
couplage pie´zoe´lectrique inverse induit un moment supple´mentaire sur la plaque qui de´pend line´airement de la
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tension locale,
M = B ∂θ
∂S
− χV, (6.25)
ou` B est la rigidite´ en flexion de la poutre. Au jeu d’e´quations (6.22-6.25), il convient d’ajouter un jeu de
conditions aux limites pour fermer le proble`me. Dans leur forme non-line´aire, les conditions aux limites pour
une poutre encastre´e-libre sont,




= τ (L) = 0, (6.26)
Reste a` mode´liser le fluide. Il est suppose´ ici que les efforts exerce´s par le fluide sur la structure ont deux
origines. D’une part l’e´coulement exerce des efforts de re´action qui peuvent eˆtre de´duits des travaux de Lighthill
(1960), obtenus dans le cadre de la propulsion de corps e´lance´s,














ou` ma est un coefficient sans dimension de masse ajoute´e qui vaut π/4 dans le cas d’une plaque mince en
translation 3. Il est enfin conside´re´ que les seuls efforts de traˆıne´e d’ordre de grandeur significative proviennent
du de´placement normal de la plaque (Eloy et al., 2012; Singh et al., 2012) :




avec Cd = 1.8 pour une plaque plane.
En utilisant les meˆmes adimensionnements que dans l’approche line´aire, en connectant un circuit purement
re´sistif aux patchs pie´zoe´lectriques, et en utilisant des quantite´s adimensionne´es en lettres minuscules pour les











































βq˙ + v = 0. (6.33)
Les parame`tres U∗ et M∗ ont la meˆme de´finition que l’approche line´aire (e´quation 6.20). Le fait qu’un
drapeau de largeur finie soit conside´re´ dans cette mode´lisation non line´aire, un parame`tre supple´mentaire H∗
est introduit. Il doit toutefois eˆtre souligne´ que la limite aux petits de´placement de ce mode`le n’est pas la limite
2D utilise´e dans l’analyse line´aire de la section pre´ce´dente, mais la limite des corps e´lance´s. Dans cette limite,
le proble`me ne de´pend plus que de deux parame`tres, U∗ et maM
∗H∗ = ρfHπ/4µ qui est le rapport entre la
masse ajoute´e line´ique et la masse line´ique du solide.
6.4.2. Notion d’efficacite´ au sens non line´aire
Le mode`le non line´aire ainsi pre´sente´ nous permet non seulement de pre´dire les jeux de parame`tres pour lesquels
existe une instabilite´ de flottement, mais aussi d’acce´der au re´gime sature´ de l’instabilite´. Dans ces conditions,







3. C’est cette meˆme valeur de pi/4 qui donne la forme de la re´action ae´rodynamique gSB en e´quation (2.15) et c’est le coefficient
A e´tudie´ dans le cas d’une plaque en pre´sence de parois page 25, lorsque les parois se repousse´es a` l’infini.
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ou` P est la puissance e´lectrique moyenne re´cupe´re´e par le syste`me, U la vitesse de l’e´coulement incident, A la
surface perpendiculaire a` l’e´coulement occupe´e par le re´cupe´rateur d’e´nergie. Dans le cas d’une e´olienne, cette
surface est tout simplement le disque occupe´ par l’he´lice en rotation, soit πE2, ou` E est l’envergure d’une pale de
l’he´lice. Dans le cas du drapeau en flottement, cette de´finition doit eˆtre adapte´e d’une part parce que la puissance
dissipe´e dans la re´sistance n’est pas constante, voire non pe´riodique pour certains re´gimes non line´aires, d’autre
part parce que la surface occupe´e par le drapeau est une quantite´ elle meˆme fluctuante. Exprime´e en fonction






ou` y est le de´placement de l’extre´mite´ libre du drapeau et 〈.〉 est la moyenne statistique sur une longue pe´riode
d’une quantite´ fluctuante. La quantite´A =
√
2〈y2〉 peut eˆtre vue comme une de´finition statistique de l’amplitude
d’un mouvement qui n’est pas force´ment pe´riodique. Lorsque ce dernier est sinuso¨ıdal, on retrouve bien la valeur
du pic d’amplitude.
6.4.3. Principaux re´sultats
Le syste`me d’e´quations (6.29-6.33) est inte´gre´ en temps en utilisant une me´thode nume´rique de´veloppe´e par
Alben (2009). En choisissant pour condition initiale la position d’e´quilibre θ = θ˙ = 0 pour un jeu de parame`tres
donnant lieu a` une instabilite´ de flottement, un petite perturbation est impose´e au champ de vitesse du fluide.
Le syste`me est inte´gre´ en temps jusqu’a` ce qu’une solution pe´riodique soit obtenue ou bien, lorsqu’apre`s un
temps suffisamment long, on conside`re qu’aucune solution pe´riodique ne peut eˆtre obtenue. Dans ce dernier cas,
la solution non pe´riodique est utilise´e sur une longue dure´e pour le calcul d’efficacite´.
En figure 6.5 sont trace´s les niveaux de l’amplitude A et l’efficacite´ rnl dans le plan (β, U∗) pour deux
valeurs du rapport de masse, M∗ = 1 et M∗ = 100. A` proximite´ du seuil d’instabilite´ line´aire, l’amplitude
du cycle limite est une fonction croissante de la vitesse, comme cela a de´ja` e´te´ montre´ sur des e´tudes non
line´aires portant sur le drapeau (Shelley et al., 2005; Eloy et al., 2008). Mais on observe aussi pour M∗ = 100
de brusques diminutions de l’amplitude, lie´es a` un changement de mode non line´aire. La puissance dissipe´e
dans les re´sistances e´tant une fonction a` peu pre`s quadratique de l’amplitude, l’efficacite´ en est une fonction
line´aire. Ainsi, rnl suit globalement la tendance de l’amplitude et en subit donc les brusques diminutions. On
note enfin que le maximum local d’efficacite´ se situe aux alentours de β = 0.15 − 0.3. Comme de´ja` souligne´
dans le cas line´aire, ceci est la manifestation du fait que qu’une synchronisation entre le circuit re´cupe´rateur
et le mouvement de flottement est favorable au transfert d’e´nergie entre le syste`me fluide-solide et le syste`me
e´lectrique. Si l’on note ω la pulsation dominante du cycle limite, le maximum d’efficacite´ intervient toujours
pour βω ∼ 1.
La figure 6.6 pre´sente une e´tude parame´trique de l’efficacite´ maximale dans le plan (M∗, U∗). La courbe de
stabilite´ line´aire y est aussi repre´sente´e. Pour chaque point de ce graphique, le temps caracte´ristique β optimal
est recherche´. Dans le coin supe´rieur droit de ce graphique, soit pour un grand rapport de masse et une grande
vitesse d’e´coulement, on atteint des efficacite´s supe´rieures a` 10%. E´tant donne´e la tendance observe´e sur ce
graphique, il ne fait aucun doute que des efficacite´s plus importantes pourraient eˆtre obtenues en explorant de
plus grandes valeurs de M∗ et U∗. Toutefois, la multiplication des changements de mode a` mesure que l’on
augmente M∗ et les saut d’efficacite´ qui y sont associe´s rendent le syste`me de plus en plus sensible a` la vitesse
effective de l’e´coulement.
Enfin, une e´tude de l’effet du parame`tre de couplage pie´zoe´lectrique α montre, tout comme dans le cas line´aire,
que l’efficacite´ varie en α2, et donc l’importance de bien optimiser ce parame`tre dans le cas d’une application.
Il est toutefois montre´ que tous les autres parame`tres e´tant e´gaux par ailleurs, un couplage pie´zoe´lectrique trop
important est de nature a` restabiliser le syste`me.
6.5. Bilan et perspectives
Nous venons d’aborder the´oriquement la question de la faisabilite´ et les conditions les plus favorables a` l’utili-
sation d’une plaque pie´zoe´lectrique en flottement dans un e´coulement pour convertir l’e´nergie cine´tique de cet
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Figure 6.6.: Efficacite´ maximale dans le plan (M∗,U∗).
77
6. Re´cupe´ration de l’e´nergie du flottement de structures pie´zoe´lectriques dans un e´coulement
e´coulement en e´nergie e´lectrique. Ce travail de recherche s’inscrit dans une importante litte´rature, sans cesse
croissante. L’utilisation patchs pie´zoe´lectrique sur des drapeaux se retrouve par exemple dans les travaux de
Taylor et al. (2001) ou Akcabay & Young (2012). L’originalite´ de notre approche se situe dans la mode´lisation
comple`te de la dynamique fluide-solide-e´lectrique, line´aire et non line´aire, et de son utilisation pour de´terminer
les conditions favorables a` la re´cupe´ration d’e´nergie.
Nous avons montre´ l’importance de la synchronisation entre le circuit e´lectrique et la dynamique fluide-solide,
l’existence d’ondes d’e´nergie ne´gatives, de´stabilise´es par le couplage pie´zoe´lectrique, l’effet favorable du rapport
de masse et du coefficient de couplage α et la sensibilite´ aux parame`tres de l’efficacite´ cause´e par les changements
de modes non line´aires.
Les perspectives de ce travail sont nombreuses et nous donnons ici quelques pistes :
1. D’autres circuits line´aires peuvent eˆtre e´tudie´s. En premier lieu, on peut adjoindre une inductance au
simple circuit re´sistif conside´re´ jusqu’ici, de sorte que le circuit se comporte comme un re´sonateur (circuit
RLC). Un second parame`tre d’optimisation e´lectrique viendrait a` eˆtre conside´re´. Le travail pionnier de
Hagood & von Flotow (1991) sur l’utilisation de shunts line´aires dans le domaine de l’amortissement passif
des vibrations ont montre´ que la synchronisation entre l’oscillateur e´lectrique et l’oscillateur me´canique
repre´sentait le cas le plus favorable a` l’amortissement des vibrations. Il conviendrait d’e´tudier cette ques-
tion dans le contexte des instabilite´s de plaque et la re´cupe´ration d’e´nergie.
2. Il serait aussi inte´ressant de conside´rer des re´seaux e´lectriques line´aires plus complexes, dans lesquels des
composants e´lectriques relient les paires de patchs adjacents entre eux, alors qu’ils sont inde´pendants sur la
figure 6.1b. Ce type d’approche peut eˆtre retrouve´e dans les travaux de Bisegna et al. (2006), toujours dans
le domaine des vibrations de structures. Dans ce cas l’e´quation e´lectrique elle-meˆme aurait une structure
a` meˆme de propager de l’e´nergie 4.
3. Il conviendrait de s’inte´resser aux effets de taille finie des patchs pie´zoe´lectriques. En effet, la limite infi-
nite´simale conside´re´e dans le pre´sent travail peut eˆtre vue comme le cas le plus favorable ou` la contribution
des dissipations de chaque e´le´ment de poutre sont somme´s pour obtenir la puissance dissipe´e globale. La
situation la moins favorable est obtenue pour un patch pie´zoe´lectrique de longueur e´gale a` une longueur
d’onde. Dans ce cas la contribution de la partie positive de la courbure est exactement compense´e par la
partie ne´gative de la courbure et la tension e´lectrique est toujours nulle. On peut alors se poser la question
suivante : “Combien de pie´zos faut-il disposer sur un drapeau donne´ pour s’approcher de manie`re satis-
faisante du cas ide´al ou` les pie´zos sont de longueur infinite´simale ?”. Lors de l’e´tude de propagation des
ondes nous serions confronte´s a` un milieu pe´riodique et pourrions nous inspirer des travaux de Brillouin
(1946).
4. L’e´tude des circuits non line´aires repre´sente une extension naturelle de ce travail. Dans plusieurs domaines
scientifiques, la dynamique vibratoire, tout comme l’e´lectronique de puissance, des circuits mettant en
œuvre des techniques de switch actif on permis d’optimiser encore le transfert d’e´nergie entre la dynamique
du solide et la dynamique e´lectrique (Lallart & Guyomar, 2008).
5. Enfin, il convient a` pre´sent de mettre en œuvre et valider ces concepts expe´rimentalement. Des premiers
prototypes consistant en une feuille de mylar sur laquelle sont colle´s de chaque coˆte´ un film PVDF sont
d’ores et de´ja` en fonctionnement a` l’UME. L’utilisation de PVDF pre´sente l’avantage d’eˆtre tre`s simple
d’utilisation et de mise en œuvre. Il s’agit en effet de films polyme`res qui se de´coupent et se collent tre`s
simplement. Leur inconve´nient majeur re´side dans le faible coefficient de couplage. Dans les prototypes
actuellement e´tudie´s, il est de l’ordre de 3 × 10−2, une valeur trop faible pour qu’un circuit passif puisse
modifier la dynamique fluide-solide. Un travail de recherche de mate´riaux adapte´s au pre´sent proble`me
doit donc eˆtre re´alise´e.
4. En effet, l’e´quation (6.6) du pre´sent travail ne contenant aucune de´rive´e spatiale elle ne peut eˆtre conside´re´e comme une
e´quation d’onde en l’absence de couplage.
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7. Oscillations me´caniques et pseudoe´lasticite´
Re´fe´rences :
– Doare´, Sbarra, Touze´, Ould Moussa, & Moumni (2012), Expe´rimental analysis of the quasi-static and
dynamic torsional behaviour of shape memory alloys. International Journal of Solids and Structures,
49(1) :32–42.
– Ould Moussa, Moumni, Doare´, Touze´, & Zaki (2012), Non-linear dynamic thermomechanical behaviour of
Shape Memory Alloys. Journal of Intelligent Material systems and structures, 23(14) :1593–1611.
Le travail de recherche pre´sente´ dans ce chapitre est centre´ autour du comportement pseudoe´lastique que
pre´sentent les alliages a` me´moire de forme au dessus d’une certaine tempe´rature Af . Ce comportement a e´te´
brie`vement pre´sente´ au de´but de la partie II (figure 4.9c). La pre´sence d’une boucle d’hyste´re´sis dans la relation
contrainte de´formation entraˆıne un dissipation d’e´nergie me´canique qui fait des alliages a` me´moire de forme de
bons candidats pour la re´duction passive des vibrations de structure. Plusieurs applications dans le domaine du
ge´nie civil a` des fins de protection se´ismique sont d’ores et de´ja` propose´es dans la litte´rature (Saadat et al., 2002;
Auricchio & Desroches, 2008; Ozbulut & Hurlebaus, 2011; Carreras et al., 2011). Ces applications ont motive´
des travaux de recherche visant a` comprendre et mode´liser la de´pendance en temps du comportement de ces
mate´riaux (Sun & Hwang, 1993; Leo & Shield, 1993; Shaw & Kyriakides, 1995; Bruno et al., 1995; Piedboeuf
et al., 1998; Zhang et al., 2010). Il re´sulte de ces travaux que les effets thermiques ont une influence conside´rable
sur le comportement de ces mate´riaux. En effet, la production de chaleur lie´e a` la chaleur latente du changement
de phase et des e´chauffements internes d’origine dissipative s’ope`rent dans le mate´riau lors du changement de
phase. Ces deux sources de chaleur entrent en compe´tition avec les e´changes de chaleur avec le milieu exte´rieur
a` tempe´rature ambiante. Puisque les valeurs seuil des contraintes de´pendent de la tempe´rature (cf. figure 4.9a),
la forme de la boucle d’hyste´re´sis se trouve affecte´e par ces e´changes thermiques et l’e´nergie me´canique dissipe´e
dans ces mate´riaux de´pend des temps caracte´ristiques de l’excitation me´canique et de la dissipation de chaleur
dans le milieu exte´rieur (He & Sun, 2010). Ge´ne´ralement, dans les les travaux qui viennent d’eˆtre cite´s, les
termes dynamique et quasi-statique distinguent les mode`les prenant en compte ou non ces effets thermiques.
Lorsque l’on s’inte´resse a` l’influence du comportement pseudoe´lastique des alliages a` me´moire de forme sur
la re´ponse dynamique de structures force´es, la mode´lisation la plus simple consiste a` conside´rer un oscillateur
harmonique, qui peut provenir d’une re´duction a` un mode de la dynamique d’une structure ou tout simplement
eˆtre un syste`me masse-ressort non line´aire. Il est a` noter que dans ce chapitre, contrairement a` ce qui est fait
dans les e´tudes thermome´caniques cite´es plus haut, les notions de quasi-statique et dynamique feront plutoˆt
re´fe´rence a` la prise en compte des effets inertiels ou non. On trouve de´ja` dans la litte´rature un certain nombre
d’e´tudes the´oriques sur les oscillations me´caniques en pre´sence d’un comportement pseudo-e´lastique (Masuda
& Noori, 2002; Bernardini & Vestroni, 2003; Lacarbonara et al., 2004; Bernardini & Rega, 2010). Diffe´rentes
modifications de la re´ponse en fre´quence par le comportement pseudo-e´lastique ont e´te´ mis en e´vidence : (1) un
comportement assouplissant lorsque la boucle d’hyste´re´sis est partiellement parcourue au cours de l’oscillation,
(2) un comportement raidissant aux plus grandes amplitudes de forc¸age, lorsque la boucle d’hyste´re´sis est
entie`rement parcourue, (3) des re´gimes chaotiques a` certaines amplitudes et fre´quences de forc¸age, (4) des
re´gimes superharmoniques, (5) des sauts dans la re´ponse en fre´quence provoque´s par les effets raidissants et
assouplissants. Le cas des oscillations me´caniques d’un pendule de torsion sont aborde´es dans l’e´tude the´orique
de Seelecke (2002)tandis que divers autres articles s’inte´ressent a` la dynamique d’oscillateurs couple´s dans le
contexte de la pseudoe´lasticite´ (Machado et al., 2003; Sitnikova et al., 2008).
Sur le plan expe´rimental, le comportement dynamique de barres en traction-compression a e´te´ e´tudie´ par
Li & Feng (1997). Toutefois, les fre´quences explore´es sont grandes, de l’ordre de 1000Hz et l’apparition d’une
transformation martensitique, et surtout la comparaison avec le comportement en re´gime quasi-statique n’est
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Figure 7.1.: (a) : Photographie du dispositif expe´rimental de´veloppe´ a` l’UME. (b) : Vue sche´matique des composants
principaux.
pas force´ment pertinente. Collet et al. (2001) ont re´alise´ une caracte´risation expe´rimentale de la re´ponse force´e de
poutres en Cuivre-Aluminium-Berylium autour de la premie`re fre´quence de re´sonance. Cette fre´quence se situant
aux alentours de 40Hz, nous pouvons ici encore nous demander ce qu’il reste du comportement quasi-statique
et de la boucle d’hyste´re´sis a` la re´sonance. Ces deux travaux mettent clairement en e´vidence un de´calage vers
les basses fre´quences de la fre´quence de re´sonance lorsque l’amplitude du forc¸age est augmente´e, sans toutefois
faire apparaˆıtre des phe´nome`nes de saut.
L’objectif du travail pre´sente´ dans ce chapitre sont multiples. Tout d’abord il s’agit de mettre en place un
dispositif expe´rimental permettant de caracte´riser les comportements quasi-statique et dynamique dans un meˆme
intervalle de fre´quences. Nous souhaitions aussi e´ventuellement observer des phe´nome`nes de sauts d’amplitude,
des re´ponses chaotiques ou des re´gimes super-harmoniques. Pour cela il fut choisi de s’inte´resser a` un pendule de
torsion mettant en jeu un fil de Nickel-Titane. D’un point de vue de la mode´lisation, nous souhaitions re´aliser
une e´tude du comportement dynamique d’oscillateurs a` a` l’aide d’un mode`le tridimensionnel (Zaki & Moumni,
2007), car il ouvrait la possibilite´ au calcul dynamique de structures plus complexes que les oscillateurs a` un
degre´ de liberte´. Enfin, nous souhaitions pouvoir re´aliser une comparaison the´orie/expe´rience sur le proble`mes
du comportement dynamique du pendule de torsion.
Ce chapitre est compose´ de deux sections principales. La section 7.1 pre´sente le travail expe´rimental re´alise´
sur un pendule de torsion et en section 7.2, nous aborderons la mode´lisation des oscillations me´caniques a` l’aide
d’un mode`le therome´canique tridimensionnel et thermodynamiquement admissible (Zaki & Moumni, 2007).
7.1. Analyse expe´rimentale de la dynamique d’un pendule de torsion
pre´sentant une raideur pseudoe´lastique
7.1.1. Pre´sentation du dispositif expe´rimental
La figure 7.1 pre´sente le dispositif expe´rimental mis au point a` l’UME, permettant de re´aliser l’e´tude du com-
portement en torsion de fils en alliage a` me´moire de forme. Le haut du fil est attache´ a` un capteur de couple,
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lui-meˆme solidaire d’un moteur pas a` pas. Le bas du fil est fixe´ a` un roulement a` billes et une masse inertielle.
Le roulement a` billes est fermement fixe´ a` une structure fixe. Sur la masse inertielle est colle´e une plaque de
couleur noire sur laquelle est dessine´ un point blanc. Le suivi de ce point blanc a` l’aide d’une came´ra et un
traitement d’image en temps re´el permet de re´aliser des se´ries temporelles de l’angle de rotation du syste`me en
bas du fil tandis que l’angle du syste`me en haut du fil est connu, puisqu’impose´ par le moteur pas a` pas. A`
l’aide de ce dispositif expe´rimental, nous avons donc acce`s en temps re´el a` l’angle de torsion du fil, ainsi qu’au
couple de torsion par l’interme´diaire du capteur de´die´, place´ entre le fil et le moteur.
Ce dispositif permet de re´aliser, sur un meˆme fil, deux types d’expe´riences.
– En bloquant tout mouvement de rotation de la masse inertielle en bas du dispositif, on obtient une machine
d’essais de torsion classique controˆle´e en de´placement 1. Ce mode de fonctionnement est utilise´ pour obtenir
le comportement couple/angle du fil pour diffe´rents trajets de chargement en de´placement, a` diffe´rentes
fre´quences Ff ∈ [10−5, 1] Hz. Les expe´riences re´alise´es avec ce mode de fonctionnement sont dites quasi-
statiques car la structure est force´e a` des fre´quences petites par rapport ses fre´quences propres 2.
– Lorsqu’enfin la masse inertielle est libe´re´e, et si son inertie de rotation est grande devant l’inertie de rotation
du fil, la premie`re fre´quence propre du syste`me est tre`s faible devant les suivantes et l’angle de rotation du
mode propre correspondant est une fonction line´aire de l’abscisse le long du fil. Ainsi, lorsque le syste`me
est force´ autour de sa premie`re fre´quence propre, il se comporte comme un oscillateur, et le champ de
de´placement dans le fil est identique a` celui dans les expe´riences quasi-statiques. Ces expe´riences sont dites
dynamiques.
7.1.2. Comportement du fil en re´gime quasi-statique
Plusieurs spe´cimens de fils de Nickel-Titane pre´sentant un comportement pseudoe´lastique ont e´te´ sollicite´s
en torsion a` diffe´rentes fre´quences, diffe´rentes amplitudes, diffe´rents trajets de chargement, et a` diffe´rentes
tempe´ratures. Quelques re´sultats principaux sont pre´sente´s sur la figure 7.2.
Tout d’abord, L’effet de l’amplitude de changement cyclique sur un meˆme spe´cimen est caracte´rise´ sur la
figure 7.2a. Pour des amplitudes infe´rieures a` 100o, un comportement e´lastique est observe´. Pour des am-
plitudes supe´rieures, la transformation martensitique s’ope`re au sein du mate´riau. La transformation inverse
survient dans le mate´riau a` des valeurs diffe´rentes de la contrainte, ce qui entraˆıne l’apparition d’une boucle
d’hyste´re´sis dans les courbes de contrainte de´formation. La diffe´rence la plus notable dans le comportement
quasi-statique du fil en torsion, comparativement a` des cylindre creux (Predki et al., 2006) ou des e´prouvettes
en traction/compression (Zaki & Moumni, 2007) est l’absence de retour a` une phase purement e´lastique aux
grandes valeurs du couple. Ce phe´nome`ne se comprend aise´ment en conside´rant la distribution de contrainte
dans une section de fil. Celle-ci tend vers ze´ro lorsque le rayon tend vers ze´ro. Aussi existe t-il toujours une
petite zone au centre du fil qui reste dans la phase auste´nitique. La taille de cette zone tend vers ze´ro lorsque le
couple exerce´ tend vers l’infini et le comportement purement e´lastique de la phase martensitique n’est atteint
qu’asymptotiquement.
En figure 7.2b, le comportement de deux fils diffe´rents provenant d’un meˆme lot sont compare´s dans des
conditions e´quivalentes, ce qui laisse entrevoir l’importante difficulte´ de maˆıtriser le processus de fabrication et
le controˆle des proprie´te´s pseudoe´lastique des mate´riaux.
La figure 7.2c compare sur un meˆme graphique le comportement d’un meˆme e´chantillon a` deux tempe´ratures
diffe´rentes. Ce graphique montre qu’a` 65o la raideur de la phase e´lastique purement auste´nitique, l’aire de la
boucle d’hyste´re´sis sont plus importantes qu’a` tempe´rature ambiante.
Sur les trois figures 7.2a-c, on observe que le point de de´part de la relation couple/angle est de´cale´ apre`s un
cycle. Cela peut provenir d’un effet de refroidissement duˆ a` la chaleur latente absorbe´e lors du changement de
phase inverse, comme propose´ par He & Sun (2011) ou de l’accumulation de de´formations de glissement ou de
martensites re´siduelles qui induisent un angle re´siduel (Morin et al., 2011).
Enfin, en figure 7.2d, l’aire de la boucle d’hyste´re´sis, e´gale a` l’e´nergie dissipe´e au cours d’un cycle et qui
quantifie la capacite´ d’absorption du mate´riau, est trace´e en fonction de la fre´quence de forc¸age pour quatre
amplitudes diffe´rentes de forc¸age. L’e´nergie dissipe´e pre´sente une valeur maximale a` 10−3Hz, semble atteindre
1. Un asservissement du moteur au capteur de couple permettrait d’en faire aussi une machine d’essais controˆle´e en force.
2. Fre´quences propres d’un fil de torsion encastre´ a` ses deux extre´mite´s.
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Figure 7.2.: Expe´riences de torsion quasi-statique sur des fils en Nickel-Titane ; (a), pour diffe´rentes amplitudes de
forc¸age ; (b), pour deux spe´cimens diffe´rents ; (c), pour deux tempe´ratures diffe´rentes ; (d), aire de la
boucle d’hyste´re´sis en fonction de la fre´quence de forc¸age pour diffe´rentes amplitudes de forc¸age.
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7.1. Analyse expe´rimentale de la dynamique d’un pendule de torsion pre´sentant une raideur pseudoe´lastique
une valeur constante en basses fre´quences et de´croˆıt de fac¸on monotonique aux hautes fre´quences. Ce comporte-
ment particulier a de´ja` e´te´ observe´ expe´rimentalement en traction (Piedboeuf et al., 1998) et peut eˆtre interpre´te´
comme la conse´quence des trois effets thermiques diffe´rents discute´s en introduction de ce chapitre (chaleur la-
tente, dissipation, e´changes thermiques avec l’exte´rieur). Chacun de ces effets thermiques a lieu sur un temps
caracte´ristique qui lui est propre et qui de´pend des proprie´te´s du mate´riau, du fluide environnant, voire meˆme
des conditions de convection si le mate´riau est dans un e´coulement (He & Sun, 2011). La conse´quence en est une
forte de´pendance du comportement du mate´riau avec la fre´quence de forc¸age. L’asymptote horizontale atteinte
aux tre`s basses fre´quences correspond a` la limite ou` les e´changes de chaleur avec l’exte´rieur sont dominants et
maintiennent a` chaque instant le mate´riau a` la tempe´rature ambiante (limite isotherme). La limite inverse est
obtenue lorsque la fre´quence de forc¸age tend vers l’infini. Dans ce cas, toute la chaleur produite n’a pas le temps
d’eˆtre e´vacue´e et s’accumule dans le mate´riau qui s’e´chauffe inde´finiment (limite adiabatique).
Maintenant que le comportement quasi-statique du fil a e´te´ caracte´rise´, le cas dynamique est aborde´.
7.1.3. Comportement dynamique
Le cas ou` la masse inertielle en bas du dispositif est libe´re´e est conside´re´. Le syste`me se comporte a` pre´sent
comme un oscillateur force´. La figure 7.3 pre´sente les courbes de re´ponse en fre´quence de l’angle de torsion du
fil pour diffe´rentes amplitudes de forc¸age angulaire, et dans trois cas diffe´rents : (a) avec l’e´chantillon 1 a` une
tempe´rature de 24o, (b) avec l’e´chantillon 2 a` une tempe´rature de 24o, (c) avec l’e´chantillon 2 a` une tempe´rature
de 65o. Pour obtenir ces courbes, un signal sinuso¨ıdal a` une fre´quence croissante, puis de´croissante est envoye´ au
moteur. Chaque point des donne´es expe´rimentales correspond a` une mesure d’environ une minute. Le maximum
d’angle de torsion est recherche´ sur les trente dernie`res secondes afin de ne pas eˆtre perturbe´ par d’e´ventuels
transitoires. Autour de la fre´quence de re´sonance, le pas de fre´quence est fixe´ a` 0.001Hz, loin de la re´sonance,
il est fixe´ a` 0.02Hz.
En basses fre´quences l’amplitude de la re´ponse tend vers 0. Cette diffe´rence par rapport a` la re´ponse en
fre´quence du de´placement dans le cas d’un oscillateur force´ classique vient du type de forc¸age. La sollicitation
externe venant d’un de´placement angulaire sinuso¨ıdal a` la fre´quence ωf , impose´ au niveau de l’encastrement
en haut du syste`me, le forc¸age effectif peut eˆtre de´duit en se plac¸ant dans le re´fe´renciel de l’extre´mite´ du haut,
qui tourne avec le moteur. Dans ce re´fe´rentiel, chaque section horizontale du syste`me subit une force e´gale a`
son moment d’inertie multiplie´ par l’acce´le´ration angulaire du re´fe´rentiel tournant. Projete´ sur le premier mode
du syste`me, on obtient une e´quation d’oscillateur force´e dont l’amplitude du forc¸age varie comme ω2f , ce qui
explique la tendance de la re´ponse lorsque ωf → 0.
Aux faibles amplitudes de forc¸age, les re´ponses en fre´quence de ces trois graphiques peuvent eˆtre explique´es par
un mode`le line´aire. Notamment, la fre´quence de re´sonance est la meˆme pour les deux spe´cimens a` tempe´rature
ambiante (∼ 0.55Hz), et est supe´rieure a` 65o (∼ 0.65Hz), ce qui s’explique aise´ment par le raidissement du
mate´riau en phase auste´nitique lorsqu’il est chauffe´. La comparaison entre un mode`le line´aire de pendule en
torsion et ces expe´riences a` faible amplitude a permis d’estimer l’ordre de grandeur des dissipations pre´sentes
dans le syste`me, notamment celle introduite par le roulement a` billes.
Lorsque l’amplitude du forc¸age augmente, deux phe´nome`nes remarquables peuvent eˆtre mentionne´s. Tout
d’abord, la fre´quence de re´sonance diminue, ce qui est lie´ a` l’assouplissement du mate´riau induit par la transfor-
mation martensitique. Ensuite un phe´nome`ne de saut dans la re´ponse en fre´quence apparaˆıt. Ce saut survient
a` une fre´quence diffe´rente selon que la fre´quence est augmente´e ou diminue´e, induisant un effet d’hyste´re´sis
dans la re´ponse en fre´quence. Ces trois courbes repre´sentent la premie`re mise en e´vidence expe´rimentale claire
du phe´nome`ne de saut et de l’hyste´re´sis dans la re´ponse en fre´quence d’un oscillateur pourvu d’une raideur
pseudoe´lastique.
Enfin, l’amplitude maximale de la re´ponse est d’environ 200o pour le spe´cimen 1, de 250o pour le spe´cimen
2 et 150o pour le spe´cimen 3, ce qui est en cohe´rence avec les observations faites dans l’analyse quasi-statique :
plus l’aire de la boucle d’hyste´re´sis dans la relation contrainte de´formation est grande, plus la capacite´ d’amor-
tissement du mate´riau est importante et plus faible est l’amplitude de l’angle de torsion au pic de re´sonance.
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Figure 7.3.: Frequency-response functions (FRFs) for specimen S1, for increasing values of the forcing amplitude :
αc=0.5
o, 2o, 8o and 15o. Measured responses for increasing values of fc are marked by circles, and by
triangles for decreasing values.
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7.2. E´tude nume´rique des oscillations en pre´sence d’une raideur pseudoe´lastique
7.2. E´tude nume´rique des oscillations en pre´sence d’une raideur
pseudoe´lastique
Un travail de mode´lisation et simulation du comportement d’un oscillateur dont la raideur pre´sente un com-
portement pseudo-e´lastique est maintenant pre´sente´. Ce travail consiste a` utiliser un mode`le de comportement
tridimensionnel, stable thermodynamiquement et capable de reproduire la plupart des comportements d’un
mate´riau a` me´moire de forme, de le particulariser au cas d’un oscillateur a` un degre´ de liberte´ et de l’introduire
dans un calcul dynamique. L’ensemble de ce travail a e´te´ re´alise´ dans le cadre de la the`se de Mohamed Ould
Moussa (Ould Moussa, 2011).
7.2.1. Mode`le thermodynamique du comportement d’un alliage a` me´moire de forme
Les mate´riaux standard ge´ne´ralise´s
Le mode`le de comportement est de´veloppe´ ici dans le cadre des mate´riaux standard ge´ne´ralise´s (Halphen &
Nguyen, 1975) et consiste en premier lieu a` de´finir trois potentiels. Le premier, note´ W , repre´sente l’e´nergie
libre de Helmholtz du mate´riau, qui de´pend de toutes les variables du proble`me. Dans le cas pre´sent il s’agit
de la tempe´rature T , du tenseur de de´formation macroscopique ǫ, de la fraction volumique de martensite z,




, et de l’orientation du tenseur des
de´formations ǫ
ori
. Le second potentiel, note´ Wc, est introduit, pour tenir compte de toutes les contraintes que
doivent satisfaire les variables internes et ne´cessite donc l’introduction des multiplicateurs de Lagrange associe´s.
Le troisie`me potentiel est un pseudo-potentiel de dissipation, note´D qui de´pend des variables internes introduites
pour tenir compte des changements de phases du mate´riau. Une fois ces trois potentiels de´finis, on introduit le
LagrangienL =W+Wc duquel de´rivent l’ensemble des e´quations d’e´tat du mate´riau. Enfin, imposer a` l’ensemble
des forces thermodynamiques d’eˆtre des sous-gradients de D permet de de´finir les conditions d’e´volution des
variables associe´es au changement de phase. Ce cadre the´orique permet de s’assurer que le syste`me e´tudie´
soit thermodynamiquement admissible. Il existe une importante litte´rature sur les mode`les thermodynamiques
de comportement des mate´riaux de´finis dans le cadre des mate´riaux standard ge´neralise´s. Dans la pre´sente
application, on se re´fe´rera a` Halphen & Nguyen (1975) pour les principes ge´ne´raux, a` Moumni & NGuyen
(1996) pour l’introduction de contraintes internes, a` Zaki & Moumni (2007) sur le de´veloppement d’un mode`le
tridimensionnel isotherme, a` Morin et al. (2011) et Ould Moussa et al. (2012) pour la prise en compte des effets de
couplage thermiques dans l’e´quation de la chaleur qui introduisent une de´pendance en temps du comportement.
Mode`le de comportement 1D et introduction dans un oscillateur a` un degre´ de liberte´
En particularisant le mode`le tridimensionnel au cas a` un degre´ de liberte´ d’une barre en traction/compression,
on obtient un mode`le de ressort non-line´aire en AMF. La force de raideur de ce ressort de´pend de l’e´longation
totale, de la fraction martensitique et de la de´formation d’orientation,
F = K(z)(X − zXori), (7.1)










Cette raideur est couple´e a` une masse, un amortissement, et le syste`me subit un forc¸age harmonique externe
(figure 7.6), de sorte que le de´placement obe´it a` l’e´quation d’oscillateur suivante :
MX¨ + CX˙ +K(z)(X − zXori) = Fmax cosωt. (7.3)
L’e´volution de la fraction martensitique obe´it aux quatre crite`res suivants,
F crit± ≤ 0 , z˙F˙ crit± = 0, (7.4)
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Figure 7.4.: Vue sche´matique d’un oscillateur dont la raideur pre´sente un comportement pseudoe´lastique.
ou` F crit± sont les fonction crite`res de changement de phase aller et retour,
F crit± = ±Az − a(1− z)− bz. (7.5)
Dans l’e´quation (7.5) apparaˆıt Az , la force thermodynamique associe´e a` la fraction martensitique et les coeffi-
cients a et b, qui de´pendent de manie`re non triviale des diffe´rents seuils de transformation (Ould Moussa et al.,
2012). Enfin, en supposant dans ce cas a` un degre´ de liberte´ une tempe´rature du mate´riau homoge`ne, l’e´quation
de la chaleur prend la forme,
ρCpT˙ = Az z˙ + ξT z˙ +H(Text − T ). (7.6)
Les deux premiers termes du membre de droite sont deux sources de chaleur lie´es au changement de phase : la
dissipation intrinse`que et la chaleur latente du changement de phase. Le dernier terme tient compte des e´changes
entre le mate´riau a` la tempe´rature T et un milieu exte´rieur a` la tempe´rature Text. Le coefficient d’e´change H
de´pend des capacite´s calorifiques, et des conditions de convection naturelle.
Mode`le sans dimension
En utilisant la pulsation ωa = Ka/M pour adimensionner le temps, Xms le de´placement de de´but de transfor-
mation martensitique pour adimensionner les longueurs, et une tempe´rature de re´fe´rence Tref, le mode`le sans
dimension prend la forme suivante,
x¨+ 2ζx˙+ x− zxori = γ cosΩτ (7.7)

















et ou` les fonctions crite`re demeurent inchange´es.
L’e´quation dynamique du mode`le est inte´gre´e en utilisant un algorithme de Newmark au sein duquel un
traitement spe´cifique est re´serve´ aux quatre conditions portant sur les fonctions crite`res (F crit+ dans le cas du
chargement, F crit− dans le cas du de´chargement). L’e´quation de la chaleur est quant a` elle re´solue en utilisant
un sche´ma d’Euler implicite.
Choix de parame`tres
Le travail de Lacarbonara et al. (2004) a servi de re´fe´rence pour valider la pre´sente mode´lisation. Dans leur
article, les auteurs conside`rent un mode`le simplifie´ de comportement pseudoe´lastique dans lequel les pentes
e´lastiques des phases auste´nitiques et martensitiques sont e´gales, de meˆme que les pentes durant les changements
86







Figure 7.5.: Relation contrainte de´formation pseudoe´lastique adimensionne´e ou` les pentes e´lastiques Ka et Km sont
e´gales, de meˆme que les pentes durant les changements de phase direct et inverse.
de phase direct et inverse. La boucle d’hyste´re´sis prend dans ce cas la forme d’un paralle´logramme et la version








ou` Fms et Fmf sont les seuils de de´but et de fin de transformation en chargement et Fas le seuil de de´but
de transformation en de´chargement. La figure 7.5 pre´sente la relation contrainte/de´formation de ce mode`le
adimensionne´. Le fait que la pente dans les phases purement e´lastiques et la valeur de la contrainte au de´but
de la transformation martensitique soient e´gales a` l’unite´ provient de l’adimensionnement choisi.
Une me´thode de continuation est utilise´e par Lacarbonara et al. (2004), ce qui leur permet d’obtenir a` la
fois les branches stables et instables des re´ponses en fre´quences alors que l’inte´gration nume´rique directe de la
pre´sente me´thode ne donne acce`s qu’aux branches stables.
7.2.2. Principaux re´sultats
Cas isotherme
La figure 7.6a pre´sente l’amplitude maximale du de´placement pe´riodique de l’oscillateur en fonction de la
fre´quence de forc¸age a` diffe´rentes amplitudes de forc¸age γ. Puisque la longueur de re´fe´rence utilise´e pour adi-
mensionner le de´placement est Xms, une amplitude de de´placement infe´rieure a` 1 indique que le mate´riau reste
dans sa phase auste´nitique et nous avons affaire a` un comportement line´aire. C’est ce qui est observe´ pour
γ = 0.1. En revanche, lorsque γ = 0.2, l’amplitude de´passe 1 autour de la re´sonance, la transformation marten-
sitique s’ope`re au cours de l’oscillation et le comportement assouplissant du mate´riau commence a` exercer son
influence : la courbe de re´sonance s’incurve vers la gauche. Le phe´nome`ne est encore plus prononce´ pour γ = 0.5.
On observe de plus qu’a` partir du moment ou` la transformation martensitique a lieu durant l’oscillation, un
phe´nome`ne d’hyste´re´sis survient : le trajet suivi le long de la courbe de re´sonance diffe`re selon que l’on dimi-
nue ou augmente la fre´quence. Pour γ = 0.8, une troisie`me branche est observe´e dans la re´ponse en fre´quence
(note´e FD sur la figure). Celle-ci survient de`s que l’amplitude du de´placement est telle que la transformation
martensitique du mate´riau est totale. Cette branche est incurve´e vers la droite, ce qui est la manifestation d’un
raidissement apparent de la relation contrainte/de´formation lorsque le mate´riau est comple`tement en phase
martensitique. Un nouveau phe´nome`ne de saut et un hyste´re´sis associe´ peuvent eˆtre observe´s lorsque cette
troisie`me branche est pre´sente.
En figure 7.6b, les re´sultats de notre mode`le sont compare´s aux re´sultats de Lacarbonara et al. (2004) pour
les meˆmes valeurs des parame`tres de l’e´quation (7.10) et pour deux valeurs diffe´rentes de γ. L’accord est
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Figure 7.6.: (a), re´ponse en fre´quence pour plusieurs valeurs de l’amplitude de forc¸age sans dimension γ ; (b), compa-
raison avec les re´sultats fournis par Lacarbonara et al. (2004) pour γ = 0.5 (insert) et γ = 0.8.
satisfaisant dans l’ensemble. Quelques diffe´rences peuvent toutefois eˆtre note´es. D’une part, la valeur a` laquelle
le saut d’amplitude survient diffe`re le´ge`rement d’un mode`le a` l’autre (points A, B, C, D, E et F sur la figure
7.6b). Ensuite, a` γ = 0.9, Lacarbonara et al. (2004) pre´disent de pics secondaires a` faible fre´quence lie´s a`
l’existence de re´sonances super-harmoniques d’ordre 3 et 5. Notre mode`le ne les pre´dit pas a` cette valeur de γ.
Enfin, la figure 7.7 pre´sente le cas γ = 1.2, non explore´ par Lacarbonara et al. (2004). A` cette amplitude de
forc¸age, la re´ponse en fre´quence pre´sente bien cette fois en basse fre´quence des re´gimes super-harmoniques, des
re´gimes chaotiques, comme le laisse entrevoir la section de poincarre´ pre´sente´e dans l’insert de la figure 7.7, qui
repre´sente une stroboscopie a` la fre´quence de forc¸age de la re´ponse de l’oscillateur.
Cas non isotherme
Lors de la pre´sentation des re´sultats expe´rimentaux de torsion, nous avons montre´ que la capacite´ d’amortis-
sement du mate´riau lie´ a` la boucle d’hyste´re´sis de´pend fortement de la fre´quence de sollicitation (figure 7.3c).
Ce phe´nome`ne de´pend de la production de chaleur dans le mate´riau lors des changements de phase et de la
capacite´ du milieu environnant a` e´vacuer cette chaleur produite. Ceci est illustre´ par la figure 7.8a, ou` sont
pre´sente´s les re´sultats d’une simulation temporelle du mode`le tenant compte des effets thermiques. Y est trace´e
la tempe´rature en fonction du temps pour diffe´rentes valeurs du coefficient d’e´changes thermiques h. Les oscilla-
tions observe´es ont lieu au double de la fre´quence de forc¸age de l’oscillateur. Elles sont dues a` la chaleur latente
de changement de phase. On observe en plus un e´chauffement global du mate´riau au de´but de la sollicitation
me´canique. Cet e´chauffement est du a` la dissipation. Lorsque h = 0, nous avons affaire a` un syste`me adiabatique.
Toute la chaleur produite dans le mate´riau y reste et la tempe´rature ne cesse d’augmenter. En revanche, lorsque
h a une valeur non-nulle, un e´quilibre est trouve´ aux temps longs, lorsque la chaleur produite dans le mate´riau
est e´gale a` la chaleur e´vacue´e dans le milieu exte´rieur. Dans le cas isotherme qui correspond a` la limite h→∞,
nous devrions observer θ = 1∀t.
La figure 7.8b pre´sente l’effet des e´changes de chaleur avec le milieu exte´rieur sur la re´ponse en fre´quence de
l’oscillateur. Lorsque h devient petit (e´changes importants), la capacite´ d’amortissement du mate´riau augmente
en meˆme temps que le mate´riau se raidit, ce qui induit une diminution de l’amplitude a` la re´sonance, une
augmentation de la fre´quence de re´sonance. Il est a` noter que pour h = 0.01, l’aire de l’hyste´re´sis parcourue est
quasi-nulle, et la re´ponse se rapproche d’une re´ponse d’oscillateur line´aire. Ainsi, la diminution de l’amplitude
a` h = 0.01 est plus lie´e au raidissement apparent du mate´riau qu’a` l’amortissement induit par la boucle
d’hyste´re´sis.
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Figure 7.7.: re´ponse en fre´quence pour γ = 1.2 et section de Poincarre´, laissant entrevoir une re´ponse chaotique du
syste`me pour un intervalle de fre´quences compris entre 0.2 et 0.3.
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Figure 7.8.: (a), Tempe´rature en fonction du temps pour quatre valeurs typiques du coefficient d’e´change thermique
h ; (b), Re´ponse en fre´quence pour un comportement isotherme et un comportement nonisotherme.
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7.3. Bilan et perspectives
Le travail de recherche pre´sente´ dans cette section a eu pour objet l’e´tude expe´rimentale et nume´rique d’oscilla-
tions me´caniques en pre´sence de raideurs pseudoe´lastiques. Une expe´rience originale d’un pendule de torsion a
permis de mettre en e´vidence le phe´nome`ne de saut dans la re´ponse en fre´quence jusqu’alors observe´ uniquement
dans les simulations nume´riques.
Un mode`le tridimensionnel de´veloppe´ dans le cadre des mate´riaux standard ge´ne´ralise´s prenant en compte les
effet thermiques a e´te´ pre´sente´. Particularise´ et valide´ dans un cas unidimensionnel, il a e´te´ utilise´ pour re´aliser
une e´tude nume´rique de la re´ponse d’un oscillateur force´ dont la raideur a un comportement pseudoe´lastique.
Les re´sultats sont en cohe´rence avec re´sultats de Lacarbonara et al. (2004). Des phe´nome`nes d’assouplissement,
d’hyste´re´sis, des re´gimes super-harmoniques et chaotiques ont e´te´ observe´s. Enfin, la question de l’influence des
effets thermiques a e´te´ aborde´e.
Nous mentionnons a` pre´sent quelques perspectives possibles de ce travail.
– D’un point de vue expe´rimental, la suite naturelle de ce travail serait d’acce´der a` des mesures de tempe´ratures
du mate´riau, de quantifier et controˆler les e´changes thermiques avec le milieu exte´rieur, a` la fois dans le
cadre de mesures quasi-statiques et les mesures dynamiques.
– L’utilisation de ce mode`le dans le cas d’une structure re´elle serait une extension naturelle de l’e´tude
nume´rique de´ja` re´alise´e. De premiers re´sultats quasi-statiques sur le cas d’un cylindre en torsion ont e´te´
obtenus durant la the`se de Mohamed Ould Moussa et il conviendrait a` pre´sent de traiter le cas dynamique
pour obtenir une comparaison expe´riences/the´orie a` meˆme de valider la mode´lisation.
– Enfin, mentionnons l’ide´e de l’utilisation d’amortisseurs pseudoe´lastiques dans le contexte des instabilite´s
ae´roe´lastiques, qui serait une extension naturelle du travail de ce chapitre et des chapitres pre´ce´dents.
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Perspectives
Dans ce me´moire ont e´te´ pre´sente´s mes travaux de recherche a` l’ENSTA dans le domaine des instabilite´s en
interaction fluide-structure, de la dynamique des mate´riaux actifs et du couplage entre e´coulements et structures
actives. A` la fin de chaque chapitre, nous avons expose´ un certain nombre de questions restant ouvertes et
propose´ quelques pistes de travail. Nous mettons ici finalement l’accent quelques projets qui seront privile´gie´s
dans les anne´es a` venir. La ligne directrice principale de ces projets peut simplement se re´sumer en interaction
fluide-structures actives.
Re´cupe´ration d’e´nergie du flottement de plaques pie´zoe´lectriques
Projet en collaboration avec Se´bastien Michelin (LadHyX) et Dejan Vasic (SATIE)
Le chapitre 6 constitue le point de de´part d’un projet plus ambitieux sur la re´cupe´ration d’e´nergie. Nos premiers
travaux ont permis de poser les bases d’une de´marche de mode´lisation et de l’appliquer a` un cas simple de
drapeau avec distribution continue de patchs pie´zoe´lectriques connecte´s a` des circuits purement dissipatifs. Nos
re´sultats montrent l’importance du coefficient de couplage et de l’accord des temps caracte´ristiques fluide-solide
et e´lectrique dans le travail d’optimisation. Nous avons aussi mis en e´vidence un phe´nome`ne de de´stabilisation
du au couplage pie´zoe´lectrique, qui maximise l’efficacite´ line´aire.
Optimisation du circuit aval / Expe´rimentations / Interactions entre plusieurs re´cupe´rateurs - The`se EDX de
Yifan Xia - Co-encadrement Se´bastien Michelin(LadHyX)/Olivier Doare´
La the`se de Yifan Xia, de´bute´e en octobre 2012, consiste a` conside´rer d’autres types de circuits aval, par exemple
des circuits inductifs, propagatifs, ou actifs. Ce travail devrait permettre d’augmenter l’efficacite´ de re´cupe´ration
du syste`me. Ensuite une campagne d’expe´riences sera mene´e sur un syste`me donne´. Dans un troisie`me temps,
l’interaction hydrodynamique ou e´lectrique entre syste`mes re´cupe´rateurs sera envisage´e.
De´veloppement d’un mode`le d’impe´dance - Post-doc de Miguel Pineirua - Financement via le LABEX LASIPS
Le travail de Miguel Pineirua, de´bute´ le 1er Septembre 2012, consiste a` de´velopper un mode`le non line´aire
d’impe´dance d’un patch pie´zoe´lectrique colle´ sur une plaque en flottement. Il est envisage´ pour ce travail d’e´crire
un de´veloppement faiblement non line´aire d’une version des e´quations (6.29-6.33) ou` une distribution discre`te de
patchs pie´zoe´lectriques est introduite, et d’effectuer une projection de type Galerkin. Le mode`le d’ordre re´duit
ainsi obtenu pourra eˆtre utilise´ pour re´aliser un travail d’optimisation du circuit re´cupe´rateur. En collaboration
avec Dejan Vasic, maˆıtre de confe´rences au laboratoire SATIE (ENS-Cachan), nous pourrons alors aborder
l’e´tude de circuits non-line´aires actifs de type SSHI (Lefeuvre et al., 2006; Lallart & Guyomar, 2008), qui
permettent d’augmenter significativement le potentiel de re´cupe´ration d’e´nergie.
ANR FLUTTENER
Nous envisageons le de´veloppement de cette activite´ graˆce au financement de l’ANR. Des aspects comple´mentaires
des travaux de la the`se de Yifan Xia et du post-doc de Miguel Pineirua doivent y eˆtre de´veloppe´s (cf. section 6.5).
L’objectif de l’ANR est le formaliser une collaboration de trois chercheurs de compe´tences comple´mentaires cou-
vrant l’ensemble des aspects de ce projet (me´canique/e´lectronique de puissance, the´orie/nume´rique/expe´rimental).
Flottement de plaques couple´es avec un champ e´lectromagne´tique
Projet en collaboration avec Jean Boisson (UME)
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Pour convertir l’e´nergie me´canique du flottement de structures sous e´coulement, le couplage par induction peut
repre´senter une autre solution avantageuse par rapport au couplage pie´zoe´lectrique. Ce type d’application a
de´ja` e´te´ propose´ par Tang et al. (2009), sous la forme d’une plaque conductrice oscillant entre deux panneaux
magne´tiques. Dans ce travail, seul le couplage a e´te´ mode´lise´ dans un seul sens, en omettant de conside´rer les
efforts induits sur la structure par le couplage e´lectrome´canique.
Dans ce projet, nous souhaitons revenir a` la base de la proble´matique, en abordant en premier lieu au couplage
complet fluide-structure-induction. Dans ce cadre toutes les configurations peuvent eˆtre envisage´es : champ
magne´tique produit par une plaque magne´tique en oscillation, efforts induits sur une plaque conductrice par
un champ magne´tique, interaction entre une plaque magne´tique en oscillation et un fluide conducteur. Ensuite,
nous pouvons envisager l’adjonction de bobines dans la mode´lisation, qui cre´e´ un e´change d’e´nergie entre un
circuit e´lectrique et le syste`me me´canique, graˆce au phe´nome`ne d’induction. Nous envisageons d’aborder cette
proble´matique a` la fois par la mode´lisation et l’expe´rimentation.
Ae´ro-pseudo-e´lasticite´ et autres effets de non-line´arite´s de structure sur les cycles
limites ae´roe´lastiques
Projet en collaboration avec Cyril Touze´ (UME) et Xavier Amandole`se (LadHyX)
Nous avons montre´ au chapitre 7 que la boucle d’hyste´re´sis avait a` la fois un effet amortissant et un effet
assouplissant sur la re´ponse dynamique d’oscillateurs force´s. Nous avons aussi mis en e´vidence des hyste´re´sis
dans les re´ponses en fre´quences. L’on peut a` pre´sent se demander quelle est l’influence de la boucle d’hyste´re´sis
caracte´ristique du comportement pseudo-e´lastique des alliages a` me´moire de forme sur les caracte´ristiques des
cycles limites conse´cutifs a` une instabilite´ ae´roe´lastique de type flottement de plaque en e´coulement axial ou
flottement de profil d’aile en flexion-torsion. De premiers re´sultats pre´liminaires ont e´te´ obtenus dans le cadre
du stage de Thibaut Rouchon (2012, M2 TACS) sur un profil d’aile en flexion-torsion dont la raideur de tor-
sion pre´sente un comportement pseudoe´lastique. Nous montrons que l’amplitude du cycle limite ae´roe´lastique
pre´sente des caracte´ristiques particulie`res dues a` l’hyste´re´sis de la relation contrainte/de´formation, a` l’amortis-
sement conse´cutif a` l’hyste´re´sis, mais aussi a` l’assouplissement du mate´riau pendant le changement de phase.
Une collaboration avec Xavier Amandole`se, du LadHyX, est pre´vue sur la partie expe´rimentale.
Ce projet ne se limitera pas aux alliages a` me´moire de forme et d’autres types de comportements non line´aires
seront aborde´s. Nous envisageons notamment d’aborder la question de l’utilisation d’un amortissement purement
non line´aire, dans la ligne´e des e´tudes produites par Vakakis et al. (2008). Les syste`mes discrets de type aile en
flexion/torsion ou continus de type tuyau ou drapeau pourront eˆtre aborde´s, et les techniques de´veloppe´es par
Cyril Touze´ sur l’utilisation de modes non line´aires seront ici tre`s utiles (Touze´ & Thomas, 2006).
Amortissements induits par un e´coulement axial
Projet en collaboration avec Pierre Moussou (EDF-LaMSID) et Olivier Cadot (UME) - The`se CIFRE de Lise Divaret
Ce travail est ne´ des pre´occupations d’EDF de maˆıtriser l’amortissement et les oscillations des structures e´lance´es
en e´coulement axial de type barres de combustibles ou e´changeurs de chaleur, en particulier lorsqu’elles sont
soumises a` un se´isme. La the`se de Lise Divaret a de´bute´ en Janvier 2012 sur cette proble´matique. Le cas simple
d’un barreau cylindrique dans un e´coulement axial, en oscillations transverales, a e´te´ aborde´ expe´rimentalement
et des re´sultats nouveaux et pour l’instant inexplique´s ont e´te´ obtenus. Dans cette configuration l’amortissement
du barreau est duˆ a` une fluctuation de portance induite par une variation de l’angle apparent de l’e´coulement
dans le re´fe´rentiel de la structure. Pour caracte´riser ce phe´nome`ne, il a e´te´ quantifie´ expe´rimentalement la
portance d’un barreau cylindrique e´lance´ et a trouve´ aux faibles angles d’attaque des re´sultats incompatibles
avec la the´orie de Taylor (1952), qui pre´dit un coefficient de portance variant quadratiquement avec l’angle
d’attaque. Le travail expe´rimental et de mode´lisation de Lise Divaret continue et concernera bientoˆt le cas de
plusieurs cylindres, qui se rapproche de la configuration industrielle qui inte´resse EDF.
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